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CHAPITRE 



Donnees physiques 
sur les milieux fluides 




Introduction 

La mccanique des fluides cst h panic dc la physique qui traite du mouvement dcs fluides. 
Cut mouvements peuvent etre d 'origin? nature Ik ou resulter d'activites humaines, Ainsi, 
eette discipline est-elle en am nut d'applic&iioms en meteornlogic, oceanographic, hydr&u- 
lique maritime ou tluviale, hydn>dynamique > aenxfynarnique,., 

Lc champ dc ces applications recouvrc egalcmcnt dcs situations relevant dc la t±iermique 3 
du genie dcs proc£des„ dc Icncrgctiquc* dcs lors que les ecoukmcnls mettent en jeu de& 
transferts therm iques et 'ou massiques, en fluides polyphasiques (gaz, liquid?, particules 
solidcs) et milieux chimiquemcnt rcactifs (combustion, par cxemplc), 

Sur le plan theorique, La mecanique dcs fluides continue de fair? 3'objec d'une activite de 
recherche souienue car die pose encore nomhre de questions fondamentales msl ou non 
elnctdees. 
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E. L H flpprochE! i in milieu confirm les trois rirvehux d '-He hi -lies 
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1- US forest <JC (jeostJen sont 
des fortes, qui s'esercenl 
tDL:DUrs CB la^OB nfimjle 3 la 
SUritce du lliwdt- Elios iqirri a 
I'origriie do I'iquilitira 
hYdrcliaiiqiH du fluid* au iopus 



2. Ua mnjvemen; da cede ms 
milieuic solid es tf/sflt/sAz tel Is 
sable, paut danner g abate vein 
uiio ImpHlllHl da- mcWn* 
evcqi ant ce iu d'un milieu fluids 
CorWliTO. 



3. Carte dblw me non peut n fitra 
perceptible cue sur da ires 
gidnees dufdes, eormne pour 
■ il'frcDulerrenlxTun glacier 
appa rants au mauveirtant irfrs 
lend d'un malaria u d^crmabl*. 



* L'idambi picntnmvt ptut 
eke lalarne ccmme dans certains 
gar ei la merture (saul mesal liquids 
i cofisihxitntidcKnqud stusles 
ccnddions narmulas!' la IBml du 
iffloldcjulep, ompu^ danj 13 si.ce, 
aura daravateur degbrarique. 



5. 1’acmtWRphirfc itnotirt, taut 
let candhiontdptmjiescee 
ten - ae r atjre at Ce prassion, esl 
censidPcOe luiitil un gat de-nse. 
E- e deviant un mil at rprefie awe 
I'aMibuAa. 



A, Notion de flu ide 

A.l. Qu’est-ce qu'im fluide pour k mecanicien? 

Un Guide est une substance materielk qui, soumise a des forces exterieures 
constantes dans k temps mais non reductibles A dcs prcssions 1 , so 
defnrme ou couk en permanence aussa longtemps que ces farces restent 
appliqu^es, Cette propriety s'appdie la mobility. Elk oppose le Guide au 
solid e deformable qui, dans Les memos conditions, atteint un etat de defor- 
mation fixe\ ou sc sont develop pees dcs tensions internes qui equilibrcnt 
faction des force? esterne*. 

L'abscncc de rigid i re du fluide rend cc materiau inapt c A s'opposer A un 
cUaillcmem cm resistant au glisscmcnr relatif dc diftcrcntcs parties, 

Ainsi, un fluide ne peut cure au repos (dans 1c repcrc du centre d'lnertic) 
qu'en presence d'actiora exterieurcs susceptible* d'etre cquilibrees par dcs 
forces internes exdusivemcnt normales tpression). 

A.2. Qu'est-ce qu f un fluide pour le physicien? 

En physiques les interactions ou forces mutuelics entre les molecules - deter- 
iruiieni different^ etat* de la maiiere: 

- \ etui solide ordonoe OU amorphe, Ou k& illumes OCCupent des positions 
relatives fixes dans I'esp&ce, ivee des vibrations de foibles amplitudes, d'ori- 
gine thermique; 

Yelai gaxeux sous faible pression, qui est celui d'un ensemble de molecules 
dilutes dans 1'espace, aifeetees de mouvements desordonnes et de vibrations, 
avec interaction par collisions; 

- liquide, qui correspond a un etat intermediate emre celui du solide 
et du gaz pouvant, de ee fait, etre percn soit com me un solide desordontie, 
soit enrame un gaz ires dense. 

La notion de Guide pour le physicien fait reference a I'absence de structure 
CMganss.ee de la mariere a 3'echeilc miernsenpique, autorisanr des displace- 
ments de grande amplitude des molecules. Elk regroups done les etats 
liquides et gazeux. 



B. L'approche du milieu continu : 
son sxclus de la diicussiac, les trois niveaux dechelles 




Fig. 1 - Ethel 1 e mlcraseapigua 
caracitfisiique dans un tigukle : 

di&tar<ce inler-mPiaculairB E-. 



Les fluldes etudies id soot des liquides et drs gaz * dense * 4 1 dont on etudir 
les mouvements j une echelle de longueur L (dite echelk de ifobservateur*) 
ires snpedeure A cells caracterisant (a structure discrete du milieu, f (echelle 
d itc * maUcuUn^). 

B.L Niveau microscu pique 

I JC niveau micmscopiquc csl cdui dcs molecules. Son echelk de longueur caxac- 
tenRtique t depend du milieu. 

* Dans les liquide-s usuels", lev molecules se rapprocheoi entre eUes autam que 
les forces de repulsion k permettent. La distance inter^moleculaire b (fig i pent 
alors senfir dc reference d'echcllc caracterKtique i s soit: 

t-S. 



Ch»pilp« 1. phys yiji-s Rur' Ins, nVlieuK l ui-Je^ 
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In: 2 EcDfrlta eniciuseupiquu 
ca'acienilique dais un gar. bbre 
pirtCiirS itoyon h 



1. L hypothesa du continu ry 
permei pas de " voir « les 
Tioliculea consliluliYes da la 
nanere, Cela c i, ne pa ;■ ■ voir ■ le 
mouYismenl prcjry des rrtplfttulai 
He siginifiB pas. igiwer les etfecs 
de I'iflitatifKi imMculanfi, Line 
quastmn nojeu-e da I'ppprccue 
du ecminu *sr amsi m Mvo«r 
Iraduira, n rdctiell? 
fnacmscopquB, les 
cons^quEnces de lagilatinn 
niic ruscqpicut: Cm IS I'fr igiiiiEs 
iphysique des prapriBtfcs 
■diPtusrva^ iJk o Fiunies jviSMSitA cc 
didusivite thermqiifi nmaTiment, 
Cl J Eh 



Variable seicin ie corps oamid^ cette distance esl de mcrae ttfdrt de grandeur 
que la dimension representative de la taiile d'une molecule, soil cypiqucmcnt 
]' Angstrom [I A = 10 lfl m). 

* Dans les gaz tip 2 » les- molecules sont soumiscs i line agitation pfovoquam 
des chocs entre dies,, de sorie que If&ehelle molecuiaire eamcterisiique devient Le 
libre parcours moycn J., distance staftstiquemenr franchie *cn moyenne * par une 
molecule entre deux chocs consccurifs. On a alors: 

t - X. 

Variable seLon la nature du gm et Les conditions de temperature et de pression, 
le libre parcours moycn cst typiquement de L'ordrc de H) A- 

Bn resume, La majiorame de J'cchclk moleculaire caracrcristiquc ( esc de l'ordrc 
de 100 nanometres (1 run = 1Q~ 9 m). 



13*2 a Niveau macroseopique 

Cc niveau, line par I'observateur hurnaim recouvre tine tree large plage 
d'echcllcs L. 

La borne supcricure pent aLLcr pusqu'a La containc, voire le mlllier dc LriLo- 
metres (ecoulcmcnts de gcri-fluidc&j, ocean, atmosphere), 

La borne inferieure pent sc situcr aux environs du mil li metre on du dixieme 
dc millimetre, en Limits tie resolution spatiale de cupteurs de mesure, Ou en 
reference iux edoulemertts (micro-circulation sanguine, filtration en milieux 
portuJt - l ,}, 

En resume: 



L > 10 1 mm 



B-l. L’hypothese du continu 

Dans Les gas* sous conditions normules de temperature et de pression, on 
compte 6,023' 10 33 molecules (notnbre dPAvogadro) dans 22,4 litres, cc qui 
sigmfie qu'un cube dc 1 pm dc cote renferme 2,69- 10 1 molecules. Ce ncsuL- 
tat mon tre que, meme a CetLe echelle, les -diets de la structure discontinue de 
la matierc peuvent etre xtadsliquertiertt basis par un efTct de grand n ombre. 
On supposera done quei 



Hypothese 



Pour f etude dc son mouvemem a cchclk tmacroscopique, le fluid c sc corn- 
pone com me un milieu continu, aw sens ou la maricrc est reparric conti- 
mjnicnf dans tout le domain e ou s'effectue le mouvement . 



11.4. Concept de particule fluide 

En reference A un domaine macroscopique A ~ U de S'ecoulement, 6'adoption 
de L'tiypothese du continu pose la question du sens physique a dormer au pas- 
sage a la limitc +A —t 0 *, On nc peut en effet envisage un -domaine limited 
de volume mathematiquement nul. 

En ftrrienc plan, e'est la notion de grandeur * Locale * a I'eobeLLe du milieu 
continu qui devre etre definie. La localisation ne pouvtint physlquement se 
rapporcer a un r point mathematique *. 

Le concept de particule fluide flip four nit ainsi la reponse a ces interro- 
gations- 
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La paructile fluide e esi le domaine infinitesimal a l’icfaeHe du continu. 
Son volume 5u se situe au raccordemeiu (niveau mesoscopique) des 
cchclles micro ct macroscopiquc ; 

l - * « 6u « L* s 
dc telle sorte qu'il soil a La fas* : 

- suHlsamment petit a I'ordrc macrDacopique pour que I'o a ne puisse 

dihtmj’uer aumne variation spatiale a L'echelle du domain?- p^rticulaire,, 

- suffisatmueiit grand vis-a-vis de I'echelle tnicroscopique pour conie- 
nir un nombre cl eve dc molecules, a fin dc moyenner les fluctuations dues 
a Jeurs mouvements d'agUarion. 



1] resulle direetemenL dc ecLte definition que: 
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Fig 3 - Concept -da particula 
fijide s' classes d'es'is as 



mathamatiquB 


P^jqva 
imihau ecntmul 
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Fiiij.il Panicate fluide: 
squii'slenc? artra ccncapl 
piiyjiC'.iB BE nphens niartiflirjliquti 



A I'echelle dc la particul? fluid?, la valeur limit? d'un? integral? de volume 
F a (j[) = jfjj /(M, f) d.t d_v de pour A — > C eat telle que : 

lim F (0 ~/<P, t) X Su 

4 -ft 

oll /( P, 0 rcprcscntc la valeur macroscopique locale dc hi fonctiort / 
pour la paruculc fluide de volume 5to, occupant Ic dcmainc E (t) centre mi 
* point materiel* P autour duquel s'cvannuLt 1c domain? A(|) a i’-cdhellc 
mesosenpiqu? 



I ■'■•!•’! d u H 

D'un pome de vue mathetnatlquci le concept de parncule fiuidc coin me 
entit? physique de * localisation + d'un • point materiel * Pfi,jr, z) du milieu 
COn(inu 4 *s*.ure la definition de lOute foncttOn de fpoilUt/fjjjrj z) it Cette 
edlellc. I: lie iV assure pas pour uutimt la cuminuit? muthematiquc dc 
cetie mime fortciion, dans la fnesure ou dc fortes variations imatkimaii- 
quemtttt cominuts a m mfw-pitruattmni * apparaiirom comme des 
disenm i nuit-CH a fl'echellc mcnoscopique * lie. - . 



B.5. Valeur m ac rose tip ique locale dc la masse 
volumique 

A un instant r do one, on consider? la masse volumique, scion les trois 
oiveaux. d'echelles : 



variator 
•r amine a 
iolta-particaliir? 



■01 



p«rafl(itian 
disoonlinoB 
mttoScopiqua 



e-r—* 



icheiit 

aSrtiCLlaiiK 



Fi i] D - Variatkrn sub-m&oscopiqiie 
f*n;ua tamma una discantinurlb d 
r&tnuie matrcicopoua. 



- mtamcafiitut : 

*wN 



rapport de la masse dc N molecules,, de masse el omenta ire m k > dans un 
•volume 

- nmcrasaipique-. 




M 
D > 



rapport dc La manse M de fluide dans un domainc D - L’j 
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Ch.ijiiicfl 1 ; fjfin i«rs phyis' -n|Ni>s svr - k-; milieux d iji<l«!!i 



K 






1 Pu fair i.!h: I'sgiitiion 
mwculiirB, un m^rnis volume 
panic ulaire ;Ig rM^rsnce ob-servi 

1 1 ' MS nStanlt-diHSr^ci n« 

cant* erl pa :■ las moires 
m(H*Cul« 



mhuscopique p(P, f) vakur locale (mesoscupique) ubtenue Cit naCcorde- 
meni par double passage a la Llirurc nns^curinOt. CctK operation eli- 
mine ii la fois les fluctuations. d\jrdre rnicroscopique et par inhurnogendte 
matrdstvpiqij e lie. i- sur un volume parliculaire 1 de reference; 



m o 



masse de fluids dans le domains c(r) 
vdumc du domains e{[) 





Fi>i & n vi at mcsoscopiqi^e ci wateur macroscopiqua- l-ocaia {feta masse vol unique. 




Fiy . 7 F&; LET l! M V'.lll, ML- | BCTlLj’l 

is dis.l3.ncBi u i cimlr-iinte da 
siBlsta iBcllori da ecitf*eil*iir 
un domains Uu 'luida an 
mouveme-nL 



C, Les forces dans un fluide en mouvement 

I.a mist en muuvemenl d’uil domiLnt mat eric] D de fluide initialement au 
repos peut resulier dc 1'aciiori de deux types de forces oaerieures, agissant 
soir cr tout point M du volume! sort en tout point N do la surface limnant tc 
domain e i ii.q . 7 . 

C. 1 . Action a distance et forces de volume 

Les gaz ionise (plasmas) ou les meiaux liqusdcs conducicurs do I'elcctricite 
peuvent etne k Kiige dc- forctn dc mlumc d r ongmc ekclromaguctiquc- Cc cas 
cst exdu ici ou les seules forces agisxant a distance dans le fluide en mouve- 
ment sonl les forces de grsvite '. 

En tout point M. E D, ou le volume de la particule fluide est Su (m. 1 ) et sa 
masse volumique 1 p (kg' nr 4 }, elles sexprimeiM, par: 

- pj'Su - - 



?. Pas icees d'irtreriie d'tmrain®- 
nvanl et de Coriolis snnL-auLsi a 
con sderu' -dans la ca* de 
iTHift'Emgrli rn-npctriiiA 1 un 
r#14ron|iel nmn-gililfor* 



1 Pour all£(jer lei acritures. on 
n'ejiplici's p*s foriUBlflmflnl t| 
d^perdance spaliale do cstie 

iLMiihOr' FdaiS Oil yanllMH i:n 

•merroirs qu'iei p = p<M|. 

4 Le nme.iift so; a su^ena 
constant sauf mention ewitraira 
d?«s r«$ *p0iieiiitms. 



ou g (rtrs 2 ) est J'acceLcraiion de la pesanteur 4 et t f le vecteur upitatre de la 
verticals ascendant?, 

Ces forces ont pour densiie massique locale le vecteur F (M) homogene a 

une acceleration (ms 2 ] , qui derive clu potendcl encrgie pofccntielk 

de pesanteur par unite de masse (rav s *) : 

SF'^(M) = pF(M)Su, 

avee F(M) = - 9(M) S ou s^fM) = gz. 

Sur un domain? D fini de fluide, la resuliante s'obiient par summation stir 
toutes les particules fiuidcs du domaine, cc qui s'eKpnmc par unc integrak 
de volume au Sens de L'appmche macroscopique: 

^ = fiLn SF-(M) = [[LpFCM) ^Jvd,. 



Copyrighted 
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C.2. Action de contact et forces de surface 

Tout volume fluids cn contact par sa surface limits avee une autre partis du 
memo fluids un autre fluide ou un solido, subii de la part de ce milieu exte- 
ricur quel qu'it soit des actions dites *de surface*. 

* Dans un fluid e au repos, il s'agit de forces de pression ■ hydros tatique* 
(%. h . . Si P(N) (Pa) designe la valeur de cette predion en un point N du 
flitide, la force de pression locale dF^ pnl (N r ) s'exerfant sur une facette 
Fig. s - Force ca surface entourant k point N, d'airc elemeniaire do (nr) (a I’echeLk tnesosccpique), 

iwmiH [pnulwi) 4 sr* un riuida est normale a La facette. 

au repos. . . _ ... 

Far convention, k vecteur unitaare de la normale n etant toujours oneme 
positiverncni vers I'extericur du volume* on a : 




dF^CN) = -P(N)« da. 






df 1 




Fig. U - Farce de surfa-ce a 
i;orrpu4i)ril&S ftflrinalt! tl 
lange ii fillf taiu un fluids en 
mouvamant La t-ont r air le de 
firession esc icmfemrs u ie 
ccwrMiia nonnala. Dana tm 
liuiile en niaiivcmer.l, tes 
corvIraintBseormalasee sa 
r4du*5*m pa t. sii.ilmiu nr A Ja 
pression. 



La pfession en LOul poini d'un lluide au repos esl line Function scalaire qui 
ne depend que du point. Son unite esc k pascal (1 Fa = 1 N m f ), En pra- 
tique* on utilise aussi Sc bar et son sous-muttiplc* k millibar (1 bar = 3 O' Fa) 
sun&L que ('atmosphere normale (I atm = 101 325 Pa). 

* Dans, un lluide en mouvement. is force de contact Locale dF ^ h „{H) com- 
prend en general deux composantes n normale et tangentlefle tig. 5), de 
sorte que : 

= (dF:) m „ + (df;)^. 



C.3. Contrainte 



On appcllc contraintc T en tout point N de La surface d'un domains fluids, 
la force de contact par <k mrfi tee. Sur une faeetic ckmcntaire d’asre do, 



cUc s'ccrit : 



f- dF'(N) 
dcr 



[Fla] ou 




Le vecteur con train te Local depend en general du point reperant 3a facette de 
I'elemeut fluide* de la normale a celle-ci et du temps* soit formcllernent : 



T -T(N,t& r). 



/ 


i 
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df&y' 


JH 




/ 


ax 





Fig 11 - Forces da pressiwi sur 
Came foies opaosafT d'un pave 
Glfunantaire. La contra^ibs da 
pras5k]n< as' taujauri une 
cunliainle 1 1: i r rr. a I b 



C.4. Expression vohimique de la resultante des 
forces de pression sur un domaine elementaire 

Suit un pave £lememaire de flutde iird_vd,z dans un report orthonorme 
i tip I f ] )- Sur la facette $ K scxerce la force de pres&Lon : 

dF I = Pdxdye f 

et sur la faceLte S N . : 

dF’ , j“-jV+ dx | dv dy e f h 

La resultante SF i des. forces do presaion suivam la direction e. vaut done : 
5F ■ - dF? + dF J , - - ^ dx 4v de i 
M>k* en introduisant Le volume elemencaire 6u “ dLs dy da : 

sf j ^ a . 

dx 



— : " — : — — . d •; Uijljvi iul lit 

Ch.ii pitrf: 1 Dnhniirs physic] i«;3i nur lex milieux Ihniicis 



B 



I 1 1 cl'.UI If. 1 1 




On oblicndrait de tncmc pour les resultantes mvmt X Cl3'1 

SF i e ei £F t = - - 4j- 5v t , 

ox ay y 



Theorem# 1 



[ j resultant* des forces (.‘swritures de pression s'cKcrgant sm un 
volume elemental re centre autour d"un pc int M s'c^prime pgr; 

$F r (M) = SF* + 6 F'^ + Sf F t = - grad P(M> 5 u 

er u dune pour densite volumique leveeicur oppose au gradient de pres- 
sion 



H Plus genera RirifinI, an rag ge 
lea jh flr cme ne S fl iregrlqse rjru r 
(viptur)j 1 liqeitfe. La tension 
inberfaciale n'inlerviandra pas. 

2 Lb milieu lli.nlc a n'tnw 
-onpaibici en lout plaint: la 
dihvsign maiiique nasi pas a 
CDnsidGrer. 

3 Uri riindf! pDur secmel taui 
transfer: par ag lahom 

noiku airs be" nil «st quaWift d« 
llunle parfait. II s'agii cant fl'.jn 
niliej ion vsqieuit el non 
cwidueMin lie It cJiqiCur. 

C e eancapt de flu id-B prla it ne 
doit pas Sire nndijrirSj nvnr It 
notion Ihermodvraniqua de gar 
pflfMt Ainsi, iDiijyp NmiiI'R 
□a r|-= it. Ib variation de 
lemptrtwt ayra pdyl iiiuli: 
origine la ccmv-arsian itarna 
dvtvsmique d '^narQle metan ique. 
En h jic a r eel la diffusion da 
thaieuf pent tire ctrtnWa** 
par li eDfiliic isrrt; conductivilfc 
Ihtnftp* X [W m ' k. "1 ou 
diffu5ivite :h?rm qie 4 |m I s‘ l L 
X 

awee t = — . 

eC, 



D. Proprietes physiques du fluide 
monophasique, homogene et isotherme 

Par proprietes physiques du fluide, on entend dcs curuclcristiqucs du milieu 
eontinu dont ies valeurs, a L'echelJe mesasccplquEj peuvent etre Cdnsiderees 
com me ties largement mdependantes du rnauvexnent. 

* Prnir des ecauLemenls isoLhexinesj, tn s-f UrnitanL au fluide fitiinophasique 
hom^gene 3 * il s'agira essentiellement d t ia viscosiie et tic la compressibilitc. 

Tout fluide reel mi imrinsequementj et a un certain degre, vuqueux et com- 
pressible. Cela ne signific pas pour autant que son mouvemem {fecoule- 
mervi) SOSt fui aussi, systcmatiquemeni et dans sa totality affecte pax de tetles 
proprietes. 

Un des objectifs maieurs du mecatucicn dcs fluides consiste predsement a 
savoir determiner les conditions sous lesqucllcs telle ou relic propriete phy- 
sique JOUC OU pas UU role significatif dans ]e mouvement. Ainsi, par decuple* 
certains ecoulcments d H aix, ga* compressible* peuvent se L-aluuler avec line 
dcellente precision en negligeant la compressibilite. De itieme, des resultats 
majeuxs peuvexit &'tibi:eiiir en ignorant h viscosiie dans tout ou panic de cer- 
tains ecoulemencs. 

* En ecoulements non isothermes. In variarion de temperatuxe peut resulter; 

— d'une conversion thermodynamique d'energic mecanique (pax compression 
ou detente d'un gaz parfait par cxemple), 

- d'un transfert fliermique direct par apport d'energie en volume (radiatif) ou 
a (r mn la surface d'echange du dotnaine fluJdc {conduct if). 

Tout fluide reel e*t intrinsequement conducceur de la chalcuir, propriete 
physique que Ton peut caracteriser par un coefficient de diffusivite therm ique 
[m^s 1 ]. Cette propriete a meme originc physique que la viscusitej, a. savoir 
un transfert microscopique par agitation moleculaire 



E, Viscosite 

E.l. Origin e microscopiquc et perception 
me s oscopique 

La viscosite CSt lg propriete qui sc manifestr, au niveau macmscopique, par 
Ja resistance qu' oppose le fluide i tout rnuu verne nl. Elle tire son origlne phy- 
sique des trdftsftris de quantile de mouvement, siegcant a reehelle micro- 
scopique, du fait de I 1 agitation moleculaire. 



Hopy 
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Fig . 1 1 Mouvb»tiotE i'un Fluida 
vise jeux fiewtnnian resulial du 

il^ plac firnfinl iJm plan tiiptiii.igr 

par translation a vitawa 

CCWtfllf *][,_ 



Cette agitation moleculaire echappe a route analyst directe par unc approchc 
rtc Type milieu contimi. On se limiie alors a en schematiser les effcts a 
rcchellc mesoacopique. 

li,2. Manifestation elemental re 

On considers unc lame fluide d'cp&is&eur ft entre deux plans parallels el 
immobiks, A I'insiME initial, ]'un des plana -eat mis en translation, relaiive- 
ment a 1'autre, a vitesse constants U fl suivam e x (fig. 11), L' experience montre 
que prdfrocjvcnicnt It mnuvtmcnl sc communique a l'ensemble de ia lame 
fluide 1 . 



1. Caine coring .iranon cor rasper id 
4 I'ttCHiltmtnn da Cduttte plan. 



1 . On adrrwt qua as palkuies 
Huidfls -BCi eenrtaer me la p*rqt 
solide adt £n?m a calle-ti. Leu 
virnsss a-n done du solid* 
a j pc nr coTiwidant (pas de 
gktMnvwtl. 

3. O'nne lactura ■ ■ ap da ■ de la 
n h.irriLile ».. o*i powrrait k induir* j 
Cue la ifirrfi ae niscosite par unite 
da tgriatt an praportk^htis a 
l-a vilEsse. En r4a lot. il lain 
CUmprendra quid; 

^ utir = Af - Ul If = ft? 

ti h-0 




L' explica bun de Cette observation cst d'ordre mgleculairr. Le mouvement 
des particules lluidet au voistnage immediat de la paroi mobile se trams met 
de prochc en proclie par transfert de quamiie de mouvemeiit a rccheUe 
microscopLque : c'esi le phenomene de diffusion mo]£culaire de quandtc 
dc mouvement. 

Lea consequences martuscopiquH dependent de la nature du fluide. Pour les 
Guides diis newiomens, elle se iraduisent par: 

*]'erihiisBcment d'un ccoulcmenst dans le sens du plan mobile, siaiionnaire 
dans le temps* ct de vitesse variant Uneaircmcnt sur toutc I'epaisscur de la 
lame fluide 0 < y « h : 

u 5 h 

• I'apparition d'une force de resistance a la tracdon de la plaque (dirigee sut- 
vant - e r }, e^alement conatante dans 1c temps, et dont le module F pour unc 
paroi superieure da ire A vaut- 1 : 




L* tare* da wcwitG par unil4 ds 
surface asl done procKmtonnellB 
au tacx da variation da la uiteBse 
rar 1'epjissaur CnwrtrsaH i 

4. On utilise parfais a symbols n. 

5. U retwilS fiyiamique da I'air 

est IJft ■ lfr+ PtMus les 
Conditions A«ri-ntl«t4fc 
temperature at pression ; ceNa de 
r?*u«E D?n*l« 

•gar. *lla nugmgni p *vdt I* 
icnrpfii'a lure, alors, qu 'elle 

dim, nun dati l*i liquidus 

& La vaccine cm^malique da 
Fair «sr d* 1.43 -iq + ■* ’suui 

les e-nndiiitHiH normaieB de 
iqmp4r*luri m d* prmiqn 01 tfo 
IQ -4 pour I'eau. 



oil (Ji est un coefficient exprime cn kg m ^ s -1 . 



□etinihan 2 



Le coefficient p ’ est In viscosite dynamique do fluide - H J pour unite le 
Forseuille, de symbok Ff, avec: 

I Pf “ 1 kg ■ m" l+ s " 1 - 1 N*s r m* J , 



Oiilinilian 3 



La viaeosit^ citt£matlque du Guide esi d«£nie a panic de la viscosiie 
dynamtquc Cl dc la masse volumique du Guide par; 

^ viscositc cinfcmaiiquc (m 3 * 1 ) 

Jj. 

v s |j snscosite dynsnnique fPf ) 
p 

p masse volumlque (kg-m J ) 



L'unite Internationale de viscositc cinematique C5t He Stokes, dc symbole St> 
aveC I St = I0' + 



E-3. Contrainte tangentielle de viscosite cn 
ccoulement unidirectionnel cisaille 

Lextcnsion de la situation, precedence a un ccoulcmcm dont k champ de 
vitease dans un repere orthonormc (O, x, j, e) a pour eomposantes U = U(r), 



Ch*pi|*p 1 : Donnao* nhy*iqMRE *wr In*, mi'linux liuirtus. 



Gupy riy! i ttnJ i iiLtiui inti 





uw 




Fig. 12 - CcmtrBifitE iB>igsn1iel!e 
ilc viSTL'i "e en ecaulBmaflt 
csaillS- u lie r ei rione L 

1 Qn pa rte encore de -IcOTtrainte 
da! cissillBment du da Irony tie m 
visq.nfu*. 




i 

0 



Fig. 13 - CpnErginlO 
de visce-sie en 'EpEre Ic-c-a !. 




Fig 14 - fomraincss tteyiscosM 
bpi ecou EHEr-t cisaiUfi 
uflidueetiaMel. 



V = W = 0 iiL. 12. i sc fait cn rcmplaeant Ic Hiw dt variation spatiaLe 



par 3e gradient transversal de vitesse. AinsL, sur toute faoette ele-memairc 

A y 

4x d;JJ dc norm-alf £ ± > h cuntraintc rangentiellc de viscDsite ; a pour repression 
bcatc : 



= V- 



dU 

dz 



Jonnant, par unite de surface. La force, suivam x, qul esi excrccc par k fluids 
same du edit po&Ldf dc La normals sur cdui si rue du cdtc negarif. 

En geneiallisani ks notations Ik 1 Vj ; 





1 j force de dsaillement VEsqueua ret dans Le sens Je I'ecouletneiiL tangentiel 
si 3a variation de vitesse, orthogonaJement a La facette, presente un gradient 
poritif dans le sens de La normals, orientee depute la couche qua subU La 
coatrainte vers ccLLe qui h croc. 



0.4. Expression volumique des forces de viscosite 
en ccoulcmcnt unidirecttonnel cisaille 



Cnntme pour La press ion. La r esiiliante des forces de viscosLte appliquees a la 
surface de 3a particule fluide peut s’eatprimer a partir d'ume densite volm 
[tuque. 



Th&Drim e 2 



fesutiante des forces tangent ielles de vtscoshe sur un pave elcmen- 
uwc cn ecoulcmcnt cisaille unidircctiopmc] dc vitresc V - U(?) s're- 
prime par; 

d ; U 



#p; "■ 

et a done pour densite volumique en module ^ 



d-U 

da 3 



llemnnstratian : 

Sou un pave elements ire dc fluide d.v dy de dans un ecoulement cisaille uni- 
iircctinnncl> de enmposantes de vitesse U = U(i) s V = W = 0 [fig.. 14:. 

I.es forces tungentidles de viscosite sur 3es deux faoettes de normales oppo- 
ses et d'aire commune dr dj, centrees en rtf*, js a) et N'fo jr, t + dt) sont 
respeciLve-ment : 

d¥[(N)=-zJH) d*dvp. 






d * dy e z . 



et JF'(N') = + iJN r ) dx dj e, = 

La resultantc 5F‘ - dF[(N) + dF'(N') vaui done: 

0 F — “ d-f dy dr 7^ 

suit en remplapant la contninte de viscosite par son expression a viscositc 
dyna unique Constance: 

^ ^77 dx ety<*e 
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Fig. 15 - Cufltrairtus da vistasitt 
an e-toiiliinfin general 
q,je conqy <3 Convenlion da 
notation; 
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E.S. Gontramtes de viscosite en ecowlement 
queleonque 



Dana Lc caa general;, les forces dc viseositc comprennem rgalemcnt one COHi- 
posante normld F H . contruintc norm ale dc viscosite d'un fluide 
newionitn s'esprinie par : 



F" - t m d(Jn s avec t Bn 




faisant imervenir la derivec suivant La normale a la faccue de La compK*sanie 
dc la vitesse U n colincairc a la normals, 



Ainsrin sur un Tried re de faceties clementines, les contraintes. de viscosite 
comprenncnt ncuf composantcs [fig la>. On moncre qu’il n'existe que sis; 
composantes independantesj compte icnu dcs troia relations dc symctric ; 



E.6. Expression volumique dcs forces de viscosite 
en ecoulcmcnt queleonque 



1 . Comp oianbos du vpetaur iff 
6i repflre olhoncf-ne cartesian: 

^ ffU ftU 

'■ a** ay ay 

- H 

< *»■ a** ay ay 

.. ffw <fw yw 

*' r a y * ay ' ay 

k. 



t. [i? resjllil peol Sire admis. La 
dSmcKistrelim rjui si M osl tfcnnfie 
t riffj d'fciOiXiee. «n 
Pacultot ve au programma. 



Theorems 3 



Lj resukunte dcs- fortes exlericures dc vise o site s'exertanl sur un pave 
olemenraire centre en un point M d'un eunilement queleonque de fluido 
visqueus newronien s'exprime part 

SF* - \iA V 5l> = jl<AU 3, + AV£ + AWS, ) 6u 

ei a done pour densite volumique a tout instant i It vecteur p A V oii V de 
composantcs U(x,y, jc s 0*V(x,y s t f t), W(x, y, i + 1 ) esc lc vecteur vitesse do 
1 ccoulcmcnr . 



L'expre&siun ti-dcssusi n'est riguure u&enten t valable que si div V — 0. 

Ugmontfratton ? 

Fouruin ccoulemcnt tridimensionnd queleonque* La rcsultantc dcs forces dc 

visCnsiti SF V sur un pave elementaire Su = dr dy dr; fig. ] 6 vaut : 

&F° _ 6F^ _ + 6F^ _ 5F" _ 

Su ~ 5u ^ fro e * 




j-BSMlianH" Sarviill id^s 
contra', il.es voquauEBS cur un 
Iriidr* tli'imu llairc. 



Con&iderOnS en premier lieu la tumpL'Siinie susviint F r de L’enscmbLe dcs 
forces dc viseositc qui s'escrceitt sur cc pave. Cette composante provient dc 
sis eontributions > regroupees dcus a deux sur les trnis faccttes dm triedre de 
norenalea Htped^tt (- £ r , £ k ) 3 {- ^ 3 7 ) tt (- e f } ^ ) : 



Nor male 


ContnklDte suhwat 


Alrc 


Resulxante pour le 
couple dc faccttcs 


K 


-tjx) 

l„(x + dr) = 1„Cr> + 


a* 111 


dy dc 


. dx dy d z 

Sx 


K 


- T ^0) 

+ dy) - Ijy) + 


%■» 


dr d4 


(lv dy iis 

ay 








dr dy 


dr dy 4? 




\,(z 4 da) “ T^f x) 4 


Qx ^ 
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I.Ert louta gir^raiiCA, i.j 
sctamatisation du cornporia-ni&iii- 
vaqwuxfl'un fiui(»e neuwomiflfi 
n&ci-ssrd d'inlroduirg un saccmd 
coeh'i^ie-nr fit viseosia cmisc asiie 
due n* c^nmi eiibiliifl ftL' an 
volume!. Carte notion esi hors 
programme. 



I*a risultanic des forces de viscosite suivant e L vataL done en modulo : 



= 






dr. 



J* + 



dy 



(Is 



d-v djr 1 df . 



Ori pour lc fluide visqueux, newtnnien consider^ id' : 

3 U 3 U dU 

* LT - = M aT- 

Apres substitution et coiuiiUnnt quo dx d_v d z "Cu* volume macroscopiquc 
elementaife, il viont •: 



SF 






a j u , s*u . a»u\ fc . sf: AM 

+ a^/ 6 *’ ™ t: - ^ u - 



On trouvenit de ta memo fafon, pour Les composantcs dcs forces do visco- 
site sujvaot tes deux autres directions: 

^ = „ 4V « ^ = jiAV. 



6\t 



F. Diffusion et advection: nombre de 
Reynolds 



F.1 , Les mecanismes d^dveedtm et de diffusion 





y 




ih 








r i: 



Fiy 1| - F'rolil de wrasse de 
I'&roulerranl ptrtfflMOftl d'urt 
ll'jide viiqLraLuf an euriduira: Fa 

dipljjcflmdm its laflits Ifcl4» 
iuivan x asc source d advsaclion, 
l'6t*rt1rSniv(rSil de criCSSS* 
antra lames source de drlfusior 

i Le ir ar&leri de la quanting de 
mauvamanl axiala 
urdK.ig4.in:il(jirter1 fur mniiveinOrtil 
rtiswllv du ftoHamsnC viSBUSlis 
antiv lamas da vdessui 
didernices. 




Cmsidcrons I'ccoulcmenr permanent- d'un fluidc visqueux newtnnien dans un 
ru>'au rcctillgnc de Rran.de longueur pour que La vitesse sc reduise A : 

V = U>)A ? I (%. 17 ]. 

Par adherence visqueuse au solid?, Cetle vitesse eat nulle A Ea parui. On verifk 
qu'eLLe est maximum -sur I'axe. Ainsi, le fluids visqueux S-'ecoule en lames 
Guides fgUs^ant en frottant * les unes sur Les a Litres. Cost la onctemtique du 
regime him inn-ire oil Ea qua mite de mcniuement du iluide esc regie par deux 
mecani-smes di&tmcts : 

- un transport longitudinal d'cnsemWe pgr La vite&se de Tecoulement: c'est 
fadveetkm t 

- un transfert transversal entre Lames par viscosite : c'est la diffusion pur agi- 
tution moleculaire. 

F.2 . Echdlcs de temps caracteristiques 

LanaEy^e precedent s'etend u tout ecoulemcnt dc fluide vjgqueux a profil 
de vitesse non imiforme. 

Sur la base de simples crmsideniuorLK d"homogeneite dimemionndle, on pout 
asaoder a ehacun des deux micanismea d'advection « do diffusion los 
echelles de temps suivanfes 'lie I : 

►Advection par une viteSae U,, (exptirtiee ert rtt' S" 1 ) SUf Uftt distance 
L u (oxprinnoe en m); 




► Diffusion par viscosite cinema lique v (exprimee on or- s' ') sur one distance 
i d (exprimee en m) : 

w 



ifjiV 
r J 



i 



riabteck 



Fif; 18 - Advaetxin al dihus nn 
dans Is c as general 
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1\3. Nombre de Reynolds 

Lf para m-j ire adimensioruiel connu le nocn de nombre de Reynolds 

est deiini pan 

R _ HeL _ vitesse d h advection X longueur d'advccrion 
* v viscosite dnemaiique 



i. Una Mcnnda irierprelstor 
atra Hon 'ile utt£rie*jremern an 
reFere-nca s liquation de- b ar de 
quimitti da meuvanwiPt 



1. Demon Mral-Dn: 

J- tfoO: 

WM L't-vlj. 

= — , (Toil : 
U t v 

il_ !± 

^ ' *' 



Une premiere interpretation 1 du sens physique de ee nombre resuhe direct t- 
menr de la comparaison des cchcllcs de temps advection/diifusion so-us ccr- 
taincs conditions: 



PtOpn^tq 3 



I.e nombre de Reynolds, sans dimension f pent ^'interpreter eomme 
suit-, seion que les mecanisme-s d'adveCtiQn et diffusion au scin de l’ccou- 
lenaeni se font a: 



* mcmc echelle de rWi^ r ;jfrfr(L. = L.) : 

* mime eehelle de tempi fT. = T r , j : 



G, Compressibillte 



p+jp 

1 s 

Fig, S4 - M;i,nli!sta‘mn 
B ■nrnnnl.jirn de la comprsssibilitfr 

d un fluida. 



Ci.l. Coefficients de compressibillte 

La compressibilite d'un milieu se manifrste par la diminution de volume d'un 
domaine rfonne de mariere consccutivcmcnt a une augmentation de pression 

C fig, 19). 

1-a thermodynamique nous enseigne qn'une idle variation de volume peut 
etre ussociee a differentes transformations, dc sorte qu'il est possible de defl- 
nir plusieurs coefficients positife de compressibility : 



3. Sens las candltMiu, nanr ales 
dls temporal jro U" CU Lire us.n.in In 
cneMic arl de CQirgressibiiiifi 
iidihe-i me de Pair (g a t parfaiEI est 
da 10 s Pa- 1 . IF es( Ca 5-S0'" Pa' 1 
ptkir I'eau. 



* Coefficient dc compressibility isotherme: 




* Coefficient de compressibility isentropique : 




Ccs dcu* coefficients sonc homogcncs a I'invcrse d r urc pression', Pour la loi 
d'etat de yae parfait, on sait que : 

X T -J « * s = 

oil y esl le coefficient isentropique : 




Chapitiv 1 ; Pounces physiniws sur leg miyinu* ftyidas 



C o pyr i ghted mater i a l 





1 fioni Ifis ccmditiflns nermalqs 
dfl ‘e Tipdr j lure b£ Ob pressian, 
la pelfrMS dig serv esi de VQfdre 
de 330 m-s 1 dans l air el de 

1 dJtKTI.J 1 d;i"iS I iiJm 



G*2* Compressibility et celerity du son 



La compressibilite d'un milieu assure la tnumMim d? fluctuations dt pas- 
sions. Lorsque ces fluctuations, soni engendrees par des ondts periodiques, 
dc frequences comprises entre 20 Hz et 20 000 Hz* elLes correspondent a un 
son audible par 1'ocdlle humaine. 



Laplace a montre que ta celerue de propagation 1 a (m/s" 1 ] d'ondles sonores 
d'amplicudes infinitesimal es s'exprimait, a parti r de la masse wolumique p du 
milieu, par : 



3 _/ap\ __i 

a '[ 6p] s " «, 



1? 

Pour un uaj; parfail, On ublient: a = , J — = \fRT. 

t o 



H. Compressibilite et advactioo: 
nombre de Mach 



? I. 1 n esis'ifi pas eft Huide rnel 
flrieamrtrtl iiGunpr^ssib 8. '0. 
done le cfleihcien: de 
romprs^ibilid as! r ji 



j Ori pBrf<* pert(Hi. en TCMiirei, 
de- fluid* iinlceni 0 i r essibiB et 
d'tceulemani |in)compreisiNe, 
nolions qui r? dc vin pat bite 
eputaradgaif 



II. 1, Manifestation dc la compressibility 

_ r 

du fluide - Ecoulement incompressible 

Tout domaine de fluide cn mouvement est soumis a des forces de pression. 
La question qui se pose alors an mecanicien des fluide* est de savoir si ees 
fortes sont suffiKantes pour avoir des repercussions significatives sur Je raou- 
veitienl du milieu, i invert hj propriete intrinseque de compressibilite- . 

Si la reponse est affirmatives k mouvement rdeve dc la dassc ou regime 
d' ecoulement compressible. Dans le cas contraire h on patle dc regime 
d.' ecoulement incompressible . 

En regime incompressible, la masse volumique pfjfjjy, z* t) de toufce particule 
fluide en milieu humogene est constants dans t'cspacc et dans le temps. II en 
result? en pamculier que la celerite du son y est infinie. Ainsi 3'ecoulemeni 
incompressible doit etre consider? eomme une approximation dont la justifi- 
cation d'cmploi ne peut etre assure? que par I'usage, 



H.2* Comparaison compre&sibility/advyctiovt: 
nombre de Mach 



Considerons le transport ou adveetion d'un domain? fluide sur une distance 
l. et designons par V ( une ccbclle de vitcsse telle que le temps earaetcristique 
d'advection T a puisse etre estime par: 



L 



Le temps represen tatif dc la compressibilite du milieu peut etre caraeterise 
par ta dure? de propagation du son sur une distance t a la celerite j, suit r 




Ainsi ; 




Copy rig ht&abr 



al 
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La t.'milp&rai&tin des deux echeLLes de Lemps a ratnit reference de longueur 
(L = f) introdust le ndmbre de Mb rh :'bR : 



Fig / ( Vitesse m <?n J in 1ii;n 
du raunbna de Mach, an 
r646r«rtti M pnt longueur L 



■ Pour M > 1, (jig, 21) on accede am regime supeTsonique* nccessaircrneni 
compressible* ou 3c fluidc se depUce a plus grande vitesse que lc Km, 

* Pour M < I * le regime esi subsonique er presente un sous-domaine fen pra- 
tique pour M < 0*2) dans lequd 3e? effete de compressibllite peuveni; clre 
negliges sans alterer signiiicaEivecntml la vuleur de certains remltiite Me. Jl L! ■ . 



Fig, 21 - En rAgiira 
$up*r$e«iQu« IM > 13. U viMSgt 
ca !'awinV g ei[ suadnsure a la 
cflldricOcSu l'*|Jpjr*ii t 
franc hi le <■ mnr du du se 
concertir*m Its etfotS de 
compressiailite du Unde, visibles 
*ci par hj phinuraina d'flrHjt d* 
cl»£. 



Fig. 12 - Ftogiirns d'^Cdulemems en lend lien da noir-are de Mach {I'dquivalnnce en wrtessa esc rairn 
pour I'air seus ccrditinns rurnoes de lPHipfirature et press'd!’ 





M = — 

a 



EESS31. 



I £ nombre dc Mach* sans dimension* peut se definir par : 

de 3'ccoulemcnt \ 



M = ( 

\ cel 



celerile du son 



* uiihnn li 



1>U 



M - ^ 



temps tfadveciion \ 
temps de propagation du son 




ChapiLrp I EJorsncn-s phy^iqu^ si,r mil lit.* fill id ns 



JrTLerl 
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L'essentiel 



/ Lc Ituiili 1 , milieu uortinu 

* Poui* feiude des mouveitieim a une eeiielle ires superieure a cede du niveau 
mic-roscopiquc (f )> on eonsidcrc quc U mauerc constitutive des fluidesj Liquidc 



* * L'infiniinent petit* it ce niveau (rnesoseopique) est ]j particuk fluids, 



defttiissant la vakur macroscopique Locale de la fonction /* au point materiel 
P*. reperant la position de La particuk fluid e . 

/ Les forces dsns un lluide en niotivctnent 

I,C5 actions excretes syr un domains de fluids en mouvetnent eomprenneni: 

* Its forces do volume oil a distance , en tout point du domaine: forces de 
gravitCj, forces di'incrtie d'entrainement et de Curiolis en rspere nDr-galileen * 

• les forces de surface ou de contact fluide/duide ou fluidc'soLide en I i mite 
du domains, incluant : 

- les forces de jtressirm,, ton jours normals* a la paroi et hsuIss presents* dans 
k fluids au repos, 

- les forces de vises site, qui ns se manifestent que dans Is mouvement. 

/ Cantrainte et forces de surface 

La force ds surface* rapponse a fairs dc sur laquells ells sst appliques, defi- 
nit Is vecteur co rural me, soil, localsmsn t: 




On distingue les comraintes normals et tangeniidLe (ou dc cisaillement), 

/ Forces do viscosite en Quids newton ien 

* Pour un Quids newton ism les forces nOr mules et Lanj'SnlLslles ds visOosits 
peuvent etre sohemailsses: 

* cn ecoulsmsnt de champ de vitSase V = U(>’) t- r , pat une CO n train to tan- 
gemieHe: 




* cn ecoulemcm dc champ dc vitesse V = U(,s) e xi par une ermtramte nor- 

matc; 



* Le coefficient p {ou q) est la viscosite dyn antique [ Pf ] . I j viscosite 
cincmutique es>t [rn ''i’ 1 ] : 



ou gaz, cst reparxie con ci nutrient dans !c milieu, C'cst I'bypothcss du milieu 



concept fixant le volume slementaire (Su) de I'approche d'ordre macnracO- 

pique (L), avee: 



« Su « L J „ 





y Ejjiressiivn volumiquc des forces du surface 

Sur u-n volume cLcmcniairc iiiUj, Is resultantc des forces de surface s'ecrit : 
- pour la prcssicn; 



5F P - - grad P &u; 



pour la viscositc : 



SF T = jiAV So a ji(AU? r + A V ^ + AW J ( ) 



/ l^ifTusiunludvection : nombrc dc Reynold*; 

* L’agitatitm mierascopique eat responsable, ;j I'ardre mespBcnpaquc, d'clfcis diffusiis, Lc trans- 
fer t dc quantile dc mouvement dans un fluide precede ilon d'un transport par deplacement 
d'cnscmblc des parriculcs a la vstesse V^M* t ) ou adveetion et d'un transfert pur agitation malt- 
qilairc nu diffusion. 

* Nombrc dc Reynolds (sans dimension) I 



Comment passer de la coanaissance du champ de vitesse 
d'un ecoulement au fro dement visqueux? 

L'ccoukmcnf d'un fluide vi&qucuK cst con nil par son champ de vitesse, On cherche les contraintes 
de frottement vi&queux -correspondantes. 

** Savoir fair e 

____ _ __ — ^ — ™ ^ — — — — — 

I 0 Identifier La geometric de lecuulemenl a partir de I'eacpresnion du chump de vitesse (inva- I 
riances, symetries, conditions aux Limites. . 

I f> Prsdser Les elements locaux de La coniraime de frotiemenr visqueux (normale de La facette, ) 
I direction de La contraintc) a partir de la forme du champ de vts cssc. I 

■ ft Exprimer La contruinte par demotion spatialc du champ de vitesse sutvant les directions 



U cchcilc de vitesse de 1 'a dvectiem (nr s 1 ) 




R f “ — - — L cchcilc de longueur de I'advection (m) 
v viscosite cinematique (m ; ■ & 1 ) 



y Compr^ssibiUte/ndvecdoni nomtire de Mach 

* comprcwibilite d'un fluide, mcsurce par Sc coefficient de compressibilite isentropique 
EPa l ], permet de definir h celerite de propagation du son el |m &' 1 J dans le milieu t 




• Nombrc de Mach £sans dimension)' 



a 



L 1 echellc de vitesse de I'advcctton (m-S _J ) 
a celerite du son (m-s' 1 ) 



Mise en oeuvre 




con certifies. 
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-+ Application 



Le champ de liicsse d'un ccoulemcnt de fluide viRqueux dans un rcpere orthonorme cartirsier) a 



pour composanies: 




VV -0 
= 0 



h- 



nu - ii == >■ s ft tt U ci ft designer! deux parameires constants ei positifsj bnmogcncR reRpecti- 
vement a une vitesse ct une longueur. 



I) A quel type d'ecouiemenL peui correspond re un tel champ dc vitesRc (preciRer cn parciculier 
a quoi correspondent jihysiquemcnt les paramctres U, ct ft) ? 



2) Expltdccr ]« champ dc contraintps dc viscosite conreRpondant. 



Solution 



1) -O La viiesse se reduisant a la seuie eomposante U sui- 
van Xi il s'aglt d'un ccoutcmcnl unidirecliunnel scion 
I'axe x. La vitesSe est extremum en y = 0 Ct vauT 
U(D) - U,, > 0, L'ccoukmcnt sc fait dans Le sens dies 
X pcksnif?. L'ccoulcmcnt cut symetrique par rapport a 
y = 0 er La vitesse est nulle en y = ± ft, Lc fluids erant 
visqueux, ces plans correspondent a deS patois SO] ides 
Axes dans le reference] du mouvement du fluidc. 

II s : agii done d’un ecoutemem dc fluids visqucuK 
entre deux plans parallcles fixes, distant* [Lime hau- 
teur de vitesne maximum U M dans Le sens des x posiiifc, a proJll dc vucssc paraboliquc, 

1 ) 0 La, seule eomposante de viiesse suivanr ^r 9 varic en function dc la coordonnee transvcrsale, y. 
Or est dans la situation d'un ecoulement cLHaille unidireetionnel. Dans ce cast, faction de la vis- 
coslte se reduli a one Force de froTtemem iangcnticLlc s colincairc a la direction dc I'ccaulcment 
e\i sur UPC facettc de normale orthogonale a cdlc-d. 

O La contrainte de viscosire corresponds nte a pour expression: 

soitt^=-ZjiU < ^. 

Sur unc faceitc de normale r sitiiee a une ordonneejy^ Jc tluide sous la facettc (y < >' 0 ) subitj 
de k part de 1'ecouLement sur la facene (y > i y D ) > one contrainte positive dans la region^ < 0 
de t'ecoukmcnt Ct negative dans la region y > 0. L^a nmtrsirtle est nulle Sur FflXe Cl vafie lilieai- 
rement a travm route la section - h ^ y =£ h. JElle est maximum a la paroi. 
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Met Node n*2 



Comment passer de la connaissance du frottement visqueux 

au profit de vitesse de rScoulement? 

On dispute de L'cxprEssion locale de la contrainte de vi aconite en function den coord on nets du 
pqint dans 3'ecautcment. 11 s'agit de deduire de cette expression la repartition spatiale de la vitesse 
(profil de vitesse) . 



4 Savoir fatre 



i O Inrcgrcr Feitprcs&ion de La contrainte don nee par la geometric de recoupment, l 

j @ Deter mi iter les consumes d’integration an tenant compte des conditions mix limited de j 
l lecoukmcnt- 



■+ Application 

Enlre deux plans parallcles y = ± fr, On VfiUt flirt; passer, par unite de largeur (Suivam z), un 
debit UjA d'un Guide visqueux newtonien, avee un dsaiilement visqueux uniform* sur tu-ute 
I'epaisseur \ 2 h) de la lame fluids fU s esc une vitesse consist me). On eherche un ecoulement 
parallel? : 

dont la vitesse est nulle aur Sc plan inferieur (y = — ft). 

1) Cakukr I'cxprcssion du profil de vitesse U( y). 

2) Montrer qu'un tel ecoulement n'est possible qu'en Lmposant un mouvement de translation du 
plan superieur a une sites se constant* que Ton precisera. 



Solution 

1)0 Fulsque Le cisaitlemem vlsqueux est uniform* et le fluids newtomen, on a, compte ienu de la 
geometric de recoulemeni : 

f K-)-, 



d'ou par integration cn_y: 



pU — ay + b. 



2) 0 - La condition de site&se nulle en y = - k donne : 

£i — ah, 

- La condition de debit sc rraduit par: 

j 4 ^ U£y) h suit: U 0 h ^ ^ y x 2, d’ou: 



= 

h 



Ainsi, apres substitution, on a : 
soil k profit de viicssc lineaire: 



HU = nU 0 * + MU, 



1* 



u_ 

n 



= l*x. 



2) I .a solution Lrouvee m on Ire que la villas* du fluide n'est pas. nulle tti y — h puisqu'eLLe vlut 2Lf ir 
Cks resultats sunt ceu\ d'un tcouiernem de Couette plan, avec 2U n pour vitesse de translation 
relative d'un des plans. 



iqh 
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Methods fV'3 



Comment passer des contraintes locales sur la surface d un 
obstacle im merge dans un ecoiiiement aux resultan tes des efforts 
de surface (forces et moments) sur Tobstacle? 

On dispute de l'eapresson Locale YtN) des contraintes de pression et de viscosite en tour point N 
■de lu surface de contact cncre un solide et un flutde en mou% i ement- II s'agLt d'en deduire La resu]- 
tance des forces et k moment resultant sur Lknscmble dc La surface du solide. 



5 avoir fair# 



I (* Imegrct ^expression locale de [’element de force : 

dF - T(N) dcr 

■ sur la Localite de la surface balayee par {'element d'utrc do, 

! -f* 

.y. Nu pas tutbliflf de prc-jecer la force ivcclBbr Dei travail- er en campasantes dans e system* rie rnprdnn- 
ni#s approprifei la ^tanking rtr—finsLiemHftl 



■4 Application 



Dans un fluide newtonien (viscosite dynamic|iie u) occupant tout 1'espaee, on place un barreau 
cyllndriquc solide s k section circulate (rayon R.J, en rotation auLour de son axe a vitesse angu- 
lijire ennsrante et,,. Cette rotation induit dans le fluide un mouvement dont k champ dc vjtcssc, 
en coordonnecs cylindriques, s'ecrit : 

V - V 9 (r) 4 avec V e £r) - 



II s'csercc a lots, sur tout clement de surface d'un cylindre de rayon des contraintes de pression 
ct de viscosite de valcurs Locales respeetives: 



F = - [ P, + 



pVe 



t et V fa av *c % f fr) 



I mi 






en negLigeant la pesameur (P 0 esc unc reference de pression ennstante). 

1) Hx primer le champ de contrainLes (pression ei viscosiie} excretes par It fluide sur la parol du 
solide. En deduire les expressions des forces corrcspcmdantcs skaercanf sur un element d'aire 
do ~ R, d0 x I du solid c 

2) Calculer La resultants ei k moment resultant par rapport an centre du cylindre des forces en 
question. 



Solution 



I) Four r = R,. , les contraintes de pression et de viscosiie 
deviennent; 



P -- 



+ — 

2 



p <»i 



t r ct ^ V 



I-es, forces clcmcncaires par unite d'envergurc de cylindre 
(direction axiate) sont respecLLverraeni : 

dP- = - (p 0 + 1 Rj) R, da ?, 

dP'-p^R,dfltv 




Mjilh Brins 





2) O * 1 j. prexsitin etant, ConSt^nTe, I'integration des forces de pression sur 3e contour drcuJlirc 
ferme est nulle. On pern verifier aisement ce point en passant aux composantes cartesiennes : 



F[" = ■ j^(p„ + y ptfl| R- j R,, eo&O dtJ = 0 « FJ = - jjP M + ^ pw* Rf.) R, sin 3 da - 0. 

Ijes forces Ju pressiun etant raddles, fce moment resultant par rapport au point O esl done Lui 
aussi itul, 



- Pour ce qui concerns Lcs forces dc viscosite, on a : 

- Resultant; 



FI 



= s 



sin 0 dfl = 0 et F 



f 2 * 

;=>^H £ 



cos 0 dO = 0. 



- Moment resultant par rapport a O: 



= Mi 



avee 



M* 



rlt 

= 1 = 



En definitive, pour cet ecoulcment, I'enscmble tics actions de surface appliquecs par le fluids sur 
le cylindre se reduit a un couple resultant de module, par unite d'envergure du cylindre, 
2nptu a R^ et colmeatre a son ikc. 
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Niveau 1 

Ex. 1 Frottement solide et frottement visqueux 

Un solkle de masse M - 30 kg repose sur un plan hori- 
aonrat solide fixe, par unc surface de contact 
A - 4CH3 cm 2 . Ce blue est mis en mOuvement par 
translation suf k plan a vitesse consume Uj = 2 m s-’. 

1) Determiner la force de traction dans le gas d’un 
contact soliJesdide avec pout coefficient lit Jrotte- 
ment/- 0,2. 

2) On dispose entre k pave mobile et le plan une 
couchc d'cpaiascLir t - 0*2 cum d'un fluide viisqueux 
newtonien, de nscusite dynamique |1 — 0,01 Pf. 
Calcukr la newel k valeur die la force de traction i 
exerccr dans cc cas. 

Ex. 2 Pmlil die vitesse on fJuide visqueux 

L'intervallLe d'epaLsstur e entre deux plans paialteles 
est tempi i d'un fluide visqueux newlOnkrt. La, plaque 
superieure esc translatee a vircosc U n constant dans 
son prop re plan, la paroL inferie-uie teste fixe. On se 
limits au cas ou I'^couktrient entre plaques esc 
devenu Lndepcndanr du temps. 

Ln fluide visqueux nevrttmicn, Tecoulement corres- 
pond, au devtloppemenc d'une conirainre de eisaille^ 
mem oemstante entre plaques. 

Mantrer que La distribution adimentiorsnelk (proiU) 
des Vitesse? — de Lecnulemeni entre plaques en 

U,) 

function de ^ est independante de La viseosite. 

e 

Ex, 3 Translation d'une plaque dans un fluide 
visqueux en canal plait 

L'intervalLe d’epaiaseur h emre deux plans paraLleks 
fixes <ST rempli d'un fluide visqueux newtonien. A une 
distance de la paroi inferieure se tnouve une plaque 
plane inftniment mines, d'aire A, Sn translation £ 
vaiesse u. eonstanre dans son proprt plan. On sc 
litnixe au cas ou l'eantlement entre pLaqucs est devenu 
InUtpendant du temps. 

1} Quelle force doit-on appLLquer a La plaque mobile 
pour mamienif son mouvemem? 

2) Plour quelle vaLcur de ectte force csi-elLe mini- 
mum ? 

Ex. 4 N ombre de Reynolds et presauri&alion 

Un ccoukmenr gazeux, de viseosite dvnamique p 
constants, a pour nombre de Reynolds car&eterii- 
tique R„. Ort soumet L'enscmble de I'ecoulcmem a 



une pressurmiitLLin, fai&ant passer la pres&ion d'une 
valeur P a une valeur ? + AP^AR^. > 0), Cii TOUt point 
du champ de I'&oulemenc qui conserve sa vitesse. 

1) Comment vine Le nombte de Reynolds de cei 
ccnulcmcm sous 1'eCTet de la impression? 

2) Dsns, une soufflerie en circuit ferme, 1'air esi acce- 
lerc pour aneindre une vitesse nominate U r , dans La 
veins d'etsais, ou est disposer une maquette de 
dimension caractenKtique L,,. Que vaut Le nombte de 
Reynolds pour un fonctiormement sous les condi- 
tions normaks de temperature ct de pression? 

$■} On applique une suppression AP n = 4 atm a 1'air de 
la soufflerie. Quelle est la nouveLle valeur du nombte 
de Reynolds? Quel eat L'irtl^rit de 3a ptessufisation? 

Domtitt; sou s ks conditions normales de tempera- 
ture ex de pression, U n = 55 - 1,4 m « 

v, = 1*4-10-' m-s- 1 . 

Ex. 5 Ceierite do son et nembre de Mach 

L'atmospbere terrestre est consul tree enmme un Ki\z 
parfait de coflitante r = 28 6,64) f K “ ■ fca 1 ei de coef- 
ficient isentropique y - 1,4. 

1} Que vaut La celeritc du sun au niveau du sol, pour 
one temperature de K ? 

2) On considere que s-ur ks dix premiers kilom etres 
de ['atmosphere, la temperature chute de %7 K par 
kilometre, Que vaut la vitesw d'un engin se dcplapant 
a un nombte de Math de deux a B 000 m d'altitude ? 

?■> Quel seraii le nombre de Mach acieint par le 
metric engin se deptacani a k meme viicssc mats au 
nivca.u du soL? 

Niveau 2 

Ex. 6 F re i n a g e pa r viscosile 

Un piston cylindrique de hauteur h 
ct de section circulate de rayon a 
chute dans un cylindte vertical, 
infiniment long, de rayon u + e . 

Tnut ardour du piston se trouve un 
fluide visqueux newtftnien de vis* 

COSite dynamique p ct de masse 
volumique p L . La masse volumique 
du solide c&nsiituanc !e piston esi p s > f\. 

l> En regime permanent, le piston chute a une vitesse 
Constance U^- Donner 1'txpression du module de 
cette vitesse en supposant e « a, 

2> Que devient Le resuitat precedent en neitiigCjini ks 
fores de prssion? 
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Ex. 1 Resuhante dcs forces de press ion 
sur un cyliindra 

Un cylindre infinimeni long, a section cLrcutaLre, de 
rayon j, est dispose normalement a un £cuuL«ncnt 
de vh«se uniforms a I’infini, de module U 0 . Le 
champ de prewkm qui se dfrtfappe a La surface du 
cylindre, en negligeanr ies forces de pesanteur, esL 
domic par; 

p = P(0> s p ( . 2pU| eos J &, 
ou design* I? presikm au point A. 



Jt 



O 



1) CatcuJer tea composantes de la lesultance des 
Forces de pression suivanr x ei y. 

2) Commemer l< msultat- 



Niveau 3 

Ex. 8 Comparaison d'echellcs 

Le demi-plam y & £> wmpli d'un fluide irisqueua: 
newtosien au repos On suppose- que la feon- 

tbere y = 0 CW censuruee d'unc plaque solide infini- 
ment mince. A linstant r = Oj on deplace cctre plaque 
par translation a viiesse consiante V * - U 0 e w , 
ou Lf u deslgne une reference de vitesse positive, Ce 
deplacement, sur une dunce t, correspond dans le 
refeientiel de la plaque i une advcCCion de fluid* i la 
vitesse U„ sur une distance note* Xi-rj Dans k mtm? 
tempi.* par vi*cosit6 h la quantity de mnuuement dy 
fluid* ay contact dc la plaque va diffuser transversa- 
L-emcnr sur une distance no tee Sfr)- 

1) Exprimer X(Q e< £ (i) en f function de U n , i et v. 

2) Montrer qu'ii existe un temps t ou Xfl) — a L, 

3) Que vaut le n ombre de Reynolds ? DtKUier 
les eas R/f) « I ei R ( (0 » 1. 

4) CalcuLer t et L avee V s 6,35- 10" 1 m J -s 1 et 
U, = Iplm s -1 , (On prendra &{r) * 3*63 *Vf.) 



Indications 



Ex. 1 






Ex. 5 



Utlliser k fair qua k mnuvement dans ia lame 
Fluide esc un ecoulement de Gouene plan. 



Pariir de Lkaprcsskin L-ncale de La contralnte de 
cisaillement en Fluide newtonien. 



L a viscosite dynamique est pratiquement mdepen- 
ilantc de la pression. 



La celerite du son doil etre calcuLee en function de 

la temperature, 

Considerer le mouvernem entre k pision et Lc 
cylmdre com me un ecoulement de Gouette plan 

BE: 

l)On sc oontentera ici d'une simple estimation 
d'ordre puremeni dimensionnel. Une expression 
plus precise sera foumie en question 4. 



Ch.ipijra t : Cto-nm'tlS ptiysiqucs Stir Igs miluj.itf fli.i.ar-S 
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Solutions dcs cxer-ciccs 



Exc reices de niveau 1 



Exercice 1 

1) La force- de froitement solide a pour module: F, = f X ou est le module de La reaction 

norm ale au plan, soil M,f. On a done: 

F* =/M£. 

A.N, F h = 0,2 x 30 x 9,8! = 59 N. 

2) On aasimile Le raouvtfintr.t de la Lame de fluide a un ecoulement de Couette plan, La contraime 
s'cacerpam sur la plague mobile, en cas de fluide newtonien, vam: 

A s 



A N. F, s 400-10 <> x 0,01 x = 4 N. 

L 0,2-10 3 

Le froitement solide est environ 15 fbis superieur a eelui ofcnenu en presence d'un fluids, cc qui 
rnontre tout I'interet dc la Jubrtfication. 



Exercica 2 



1) On designe par x la direction de 1'ecouiemenL irtlposee par la translation de la plaque supeneure 
et par_v celle normale aux parois ( v = 0 correspondant a Ila paroi inferieure). La concrainte de (ror- 
tement visqueux s'exeream sur une Eacetie de normale > dans la direction x a pour expression cn 
fluide newtonien: 

^ dU 



dy 



Gene eonirainte eiant constants (i fl ), on a : 

. dU 



1 , soit apres integration.: Uftf) “ y + C- 

d y p 



Les conditions aux limites donnemt alors: 



U(0) - C- 0 (paroi fixe) ct U(f) " e + C = U,, (paroi mobile). 



On cn deduif le profil dc vitessr Lineairc : 



U(j) _ y 
C n 



Ce resuliaL ne depend pas de la nature (viscosite) du fluide newtonien* 



Exercice 3 



1) La plaque mobile est soumise aux ccmt.ruinil.es de frotlement ds deux tames de fluide _y < ft ,, ei 
y > h (l . On a done : 






U 



+ u 



U, 



jiLLA 



h-h a ft {1 (* - h,) 



La force a exercer sur la plaque par 1'operaieur est opposec it cellc qu'exerce le fluide, d'ou: 

F - At =JiML 
" - K> 




TTT 



'V I IL| 



KSrCirris 




dip 1 

2) On calcule — — « - — — — — — , qui est done extremum pour h, — — > e'est-a-dire pour une 
d",i - *o) * 

locaLlsation de la plague a mi-cpaiscur. 



Exercice A 



l) Conformeinem. a La Eoi de MaHutte: 



— = C w > ti t 
P 



de anrtc que p augmente quand P augmente. 

Consul era ni u independant de la predion, oo a, par definition : 

it 



v = 



d'ou v diminuc quand p augments. 

13 en raulte que R f aupatntc quand P aupmente, tOUtCS choses egalcs par allletirs 

2) Le nombre de Reynolds de la soufllenie sous let conditions normales R — 

,J v 0 

50 :< 1,4 



vaut ici : 



R_ = 



1,4-10- 



- S-iO*. 



3) On a, avec des notations evidentes 



X = = 

v, P 



P, v 

P +&P * P our sur P fess ' ,Clil donnee: v = 



Le nombre de Reynolds de Pecoiilement en soufileric pressurises est done ; 

R t = 5R^ aoit : R* = 25 000 000. 

Si I'nn vo ubi( arteindre Le m&rne nombre de Reynolds sans pressurisation,, LI faudrait augmencer la 
laille de la maquette ei done de la soufflerie d'un facteur cinq, d'ou des installations a infrastruc- 
ture lourde. On pour rail encore envisager de mul tiplier la vitesse par cinq* sait U — 250 m-s- L ; 
cette solution nq pqut ctic rercnuc car die correspond a un ecoulementa nombre de Much - 0,75 
pour lequel les eflets de compress ibilite ne sont plus negligcablcs- 



Exercice 5 



1) Sous 1'hypo these de gaz parfait, la cqleritc du WW1 viiut: 

a — -fyrT* 



A,H a = v l A * 286,69 x 290 = 341 m s ’, 

2 ) La temperature a 8 000 m cstT' - T - 9 X 9*7 - 290 - 77,* = 212,4 K, La c£ttril£ du son A 
cette altitude vaut done a r = V/VT' La vitesse de 1'cngin esi alors : 

V = — 

M 

A.N, a f = v'lJx 286,60 x 212,4 = 292 m r 1 ei V = 292 x 2 = 584 m- s' 1 ■* 2 102 bn-b 1 , 

3) Le nombre de Mach correspond ant a cette vitesse au niveau du sol vauc: 

M = ~ . 
a 

A.N.M = Hf = 1.7, 

341 



C.-apilrt 1 1: DartifiBES iMrysikiui::; mi. milieux iluid-os. 
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EKercice 6 



l> La vitesse de chute consunce du regime permanent correspond a I'equilibre* suivant la direc- 
tion vertical?* dcs forces d? pcsantcur* de poussce d'Archimed?j de pression sur les sections droites 
du piston et de viscosite sur sa peripheric cylindrical!?. On a dune : 

nu J fr{p s - p , )g = Kcr J AP + SltaftT^ * 

ou AP designe La difference (algebrique) de pression entre les faces superieu re et inferieure du pis- 
ton et t la contrainte de viscosite dans La direction vertink sur une i'acette de normals radiale. 
Asaimilant pour e « a le mouvement du lluide entre k piston et le cyhndrc a un ecoukment de 



Couettc plan 3 on salt quo pour un fluide newtunien: 







On a done : 

aA(p s - p L )g = CAP + 2 pft soil: U fl = — (P* - p, )£~ jL 

2) Si Ton neglige les forces de preHsiortj, La vitesse limite se reduit a ; 



^ (P s ‘ P L )jr 



Exercice 7 



1) Sur une facecte d r aire a do d?j la force elementaire de pression exertee pur le Cylindrt Sur le 
fluide vaut: 

- P(6)ud6 dA» avec n = - t r . 

La force de pression esercee par Le fluide sur 1'obstaclc* par unite d'envergure (d? = I ), vaut done ; 

dP*' = P(G)ad0 5 = - (P A - 2pUj cos ] e) a d9 e r . 

La resultant? des forces de pression a done pour compose nies : 



— suivant x: 



- sitwani y : 



,-2n 

F_ = - a j (P fl - 2 pUo cas z @) casS 



JO 



= - flP A [sin0]£ a + — *jpU£ [sinEKcos-fl + 2)] 



- 0 



-r 



(F. - 2pUo cos 1 6) sinOde 



«p,[=ose]"- |apUi(cos'e]“ 

a 



2> La symetric aziimitak du champ dc pression annul? Ics deux composantes de la resultant? des 
forces de pression, suivant la direction de 1 ecouiement a L'infini (pas de trainee) et norcnalemexu a 
cette direction (pas de portance). Cette conclusion correspond au resultat connu sous le nom de 
paradoxe de D'Alembert, 



Copyr i 
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Exercice de niveau 3 



Exercise 3 

1} La distance d'advection est simplement ; 

xw = iy. 

Sur de simples considerations de dimensions, L'rpaisseur de diffusion de quantite de mouvement 
pent Ctre posec egale a ; 

5(0 = Jvt_ 



2) Les deux fonctions X[i) et §{i) sont des functions croissantes du temps* respectivement limeaire 
et paraboliquCr Loirs valeurs deviennenr egales pour un temps r = f tel que- 

UJ t 3 = vXy soit 

U 0 




L'echclle de longueur commune a I'advection cl i la. diffusion est alors : 



3) Lt nombre de Reynolds correspondant est: 

R,(tj - U " L 



Sill - 



J*. 
v LL 



- 1, 



Au demarrage du mouvement, tarn que i < x, l'eelidle de longueur de la diffusion I'emporte sur 
cclle de I'advection , En revanche, mix g rarities valours de j, et des que r > t , e'est I'edidlc de lon- 
gueur d'advEction qui s' impose. 

La phase de dimarrage de I'ecoulement (temps courts) correspond a un regime sous dominance 
de la diffusion (viscosite) pour lequcl le nombre de Reynolds R t (f) - - s _ ^ rcste petit (R^ < 1). 



Aux temps longs* on pent attcindrc un regime d'eccmlement a grand nombre de Remolds 
(K c »]) ( pour lequel le rapport ciure echelles de longueur de diffusion et d'advection peui deve- 
nir tres petit, conformement a i 



m = = jl * fm. - R , D 

X(i> X(.) X(r) V U, 



4) Aver 1’expression plus precise foumie, 1'egalitfr des Echelles de longueur s'obtient pour : 

, s * & *! 

U* 

L'echeik de longueur commune vaut alors: 

u. ' 

A-N- X ~ 3,6^ x ^ — <* 5 ms et L = 3 : 63 ! x ^ — « 6,4 mm. 

1,3 s 1,3 
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CHAPITRE 




Notions 

phenom enologiqaes 
sur les ecoulements 
de fluides reels 



Introduction 



On sc limite a la presentation dc quclques effets dc 3a viscosite ct dc la compressibilitc dc 
fluides newtoniens sur ks earacEcristiques de kurs mouvemems. l.'approche est purement 
descriptive. E31e vise a donner un aper^u de la variete des phenomenes suscepcibles d'af- 
fcctCT la nature ei ks proprietes de I'ecoukment dun 1’luide red. 

On revicnt en premier lieu sur le sens du nombre de Reynolds dotlt Id valcur, en reference 
a une definition glohak* va servir de critere de dassement des different! regimes de mou- 
vement. Ce critere est directement lie an rapport emre forces d'inercie et de viseosite 
impose par les conditions d'ensemble de I'ecoulemenr. On met ainsi en evidence le regime 
a ires f'aible nombre de Reynolds (mouvement rampant). On introduit ensuite les regimes 
Laminaire et turbulent* les notions de stabilite d'ccouiemem, transition de regimej couche 
limits ct d&oUemcnt. Une extension aux effets de compressibilitc est egakmmt ciiee avec 
t'cxemplc dc I’ondc de choc. 

On met ensuite en perspective ks different* regimes ct phenomenes evoques a travers 
L'exempk dc la trainee sur une sphere. 
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A* Nouvelle interpretation du nombre de 
Reynolds 



A.L Forces d'inertie et forces de viscosite 



1. La pr^same discussion a&jr 
s'a pphquar i -cuta 5 utra 
con%tira1icin {I'^caiMinBrn par 
inrtile adagtscmn d j ehoiK lias 
fic holies- de longueur at viteH* 
qyi wwffiL 



& 
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• ■ Ik] 

”* ► | 



f isj . 1 Hfrlferancfl d'i: nhi.illfcS ( 0 
wiresse ei de Irmgdeur poar 
I'dceulemani: auttut d'urt 
OfcUBClf- 



Nous comidcTons:, pour fixer les idtes > I'ecoulcment d'un fluidc visqueux 
(viscosite dynamique n) autour d'un obstacle fixe dans le referenticl de 
I'ecoulcment [fig 1 ]- l-a geometric de CCt obstacle pent etre caraclerisee: par 
une echelle de longueur L. On Suppufie que I'eooulemcnt «t permanent et 
que le profit de vitesse suffisammeni loin en ament eat umformc, avec 
V - U 0 t z i ou U D designe une reference constante- de vitessc- 
Cette tonditian *i l’lnfirti * est A I' engine du mouvemerti d'advection dea. par- 
ricules 11 uid.es.. File confers A chacune d'dlcs une quaniiii de mouvcmcni 
(pU, s > par unite de volume^ dont la variation dans le mouvement correspond 
a des forces dites forces d'inertie, D'un autre e6te s 1'arret du fluide sur fobs- 
taclc, par adherence visqueuse a la parol noyec, gcncrc localcmcnt des gra- 
dients de vitcsscj source de forces de viseosUe- 

Sur la base de simples considerations dimcnsionnelles, designant par F l et 
F L ' les modules respectils de ces forces par unite de volume, on sait que: 



F 1 « p x 



[vjtcsse] 

(tempsl 



et F"«(ix 



[vitessc) 



[longueur) 3 

9a dernier* relation provenam directcmem de I'expressLon de La dcn&ke vdu- 
mique dcs forces de viscosite (|JiSV) vue an chapifrc precedent 



Si Ton renent comme s-eules echelles raracteristlques de recoupment* le 
module de la vitesse d'advection A llnfim U Q et la longueur dc reference de 
^obstacle L, alors ; 



F ] 



P* 



ik _ £Ui 

L " L 






et F v 




A>2. Nombre de Reynolds global 



1 On antruduil *n itiStl niqu* CfSS 
fujicas dilie reels noirbres de 
Reynolds Dalui-ci es( q jg lilit dw 
■ global * ppl " rappels^ qua las 
niirenali! idem d«$ Ppceas de 
wscasild at ti inert ? v sand les 
avdc unes edlfrieitte cammuna 
iqlot alel da vdeesa at da 
longueur. 



Definition 1 



On appelk nombre de Reynolds global le groupement sans dimen- 
sion : 

forces d'inertie 



-.*Si 



/ foi 
l fore 



forces de viscosity 



jiVL 



Ce para metre (fig. 21 permet de disbnguer *asymptobq«em-entt lep. eeoulc- 
ments a: 



Idku 


force s da 




3«d1nBFt»B 


yiSPMiti 




J77, r 

Ap, 


~ — 7 

T~*f 


F 



fin. 3 - Uomfore da fleynglcu 
ig abaM: campsra lar das farces 
d'ingni? p( 4a MiCMilt i myrn^j 
'efarenca de vitessa al da 
tWtflWWf, 



- tres petit nombre de Reynolds : Re -4 0, uu jjlobalement : 

forces d’inertie « forces de viscosite 5 

- ires grand nombre de Reynolds: Re -4 + ou globakmcnt : 

farces de viScosite « forces d'inertie. 

RtmOrque i 

Pour un fluidc non vi&qucux (parfait)* le nombre de Reynolds esr infmi (v s 
Qi- Tl ne faut pas pour autant en condure que la solution en fluide parfait 
i iR f = »j* s'iden rilie A cellr du memt ecoulement en fluide visquein*: pour 
R k ~» + » ! 
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Fin 3 tcouleirflnl r*mjiai'i( 
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' iMtusion 
rf.MPHjsion 


\ 1 


- 1 * atftfflction -4 
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ftWffti Hfi TffTffflTf 



Fi;i 4 - Eciii.'iiirni'-ii Igminaire en 
conduits: Is ncnbre do Reynolds 
UJ> 

est dfrfim par i, = . 




Fifl 5 - J 93 lanninane d* CO] 
tans de va ir au repos a R. - 2 OCC 



1 L o-'Jre ds grandeur as? 
[ypiquemem de ID* - It?, n 
correspond 4 rips ccunlMnntJiit, 
d a>- buTpl r de ven n_ os 

;j jii.iriijtiilKH cKTtijdanl tur tiult m 

a Jtoroord, de Hint tt'a^ons do 
hrurwflflrt... 



B. Typologie d'ecoulements en fonction 
du nombre de Reynolds 

B. 1 < E (jo u lenient rampant 

Longue It? nombre de Remolds est ires pedt - cypiquemcnr inE'erieur j quelqutH 
uruies pour dcs ecoukmcntS auCGW de sphere oy de cylindre a section circuLaire 
le mouvc merit se fait sous L'action duminante des forces de visCOSite er de pression 
{eventuellemcnt des forces de pesartEeur), Dans ce cas (mouveirLentS dans des 
milieux trcs visqueux et/ou i ties f&ible vitesse)] It fluide donne FimpressLon dc 
i tamper ■ sur I'obstade (tig. J r.e, d'epouscr parfaircment les contours dc la 
surface nowee. 



B.2. Ecoulement lamtnairc a nombre 

de Reynolds modere 

Au-deLa du regime rampant, niais pour deS nombres de Reynolds moderc®, 
I'ecoulentent s'organise dc fafon stable en reflcrtmt la plupart dcs syrnctrLes 
CT invariances dcs conditions mirialcs et sux limitev Ainsi, si I'an impose au 
fluide de s'ccouler dans une conduite rertiligne (direction e* )* on observe uii 
ecoulement parallels avec une vitesse d'adveetion suivant t\ done ie module 
vaHe tran&versalemem sous FeBet de la diffusion < 11 u i . 

La caractcristique essenttelle de ce mode de mouvement est Fabsence de 
melange a t'ecbelic rnacroscopique, le fluide s'ccuulanl en lames qui ■* glissCrtt 
Ct frottent !■ Lcs un.es sur les autres, avec pour seuls transfers enire dies ceuX 
dus a I'ajptadon muleculaire. CeSE 1c regime laminaire de Ftcoulemem de 
Foiseuille en canal ou conduite dans If cas schematise rip. i . 

Un aurre example d'ecQuIement laminaire esE illustre par un jet de CO,, sor- 
tan! d'un tube rertiligne vertical, a section dtculalre (fig 5). Pour Ufl nombre 
de Reynolds I 




de 3'crdre de 2 000 a remission, la section du jet semble rcstcr constante. Rn 
realite, le jet ‘diffuse* dans I'atmosphere ambiante sous Faction dc Fagiradon 
molecularre (diffusion dc quantile de monvemenr et de masse dans ce cas) et 
sa section augmerue done. Cette expansion f a Ferbclle mBcroscupique, 
ncste cependant faible et diffjcilemeni perceptible a Fceil nu 



B.3. Ecoulement laminaire a nombre 

de Reynolds eieve; notion de couche limite 

Lorsqu'un fluide visqueux eti mouvement dc vitesse unifomac a Finftni ren- 
contre un obstacle solide, on observe que les effets de viacosite n'affeLtenE pas 
dc facon significadvc L^tcgraHte du champ de 1'ecoulementj des que le 
nombre de Reynolds cat suffisamment grand 1 . De la results le COnoepE de 
couche Umite, zone dans laquelte se trouvent concentres les etFets de visco- 
site (plus generalement, tous les cftecs ditfusifc dus k fagitadon moleculaire). 
Il s'agk d'unc region de faihle epaisseur relative (Inrsque cette dimension eat 
rapportcc a celle du dev'cloppement dans le sens principal de Fecuulement). 
Hors de cette region, Le fluide pen t ctrc considers commc parfait ct 1c mou- 
vement iFrocwionnd, 












uut 'll; IlflMA 
d BurradM 



LUUL'll! 

F d'eKTf 



pillage 



couch® lknrt« 

H'ir.rrnfrns 



Fill. 6 - 04 couth* lifTHl* 

de i f ccmeirsr ; julc-jr d'un uroli! 
h grand numore da Re-yiiolu s- 




sepa/atmn 

;ui'.i: dfrcollde 



FijJ. 7 Diimllemenl laminai*® 
inf un prnfil a forte me dencE. 




Fi g. 8 -fl*flifflHamin*ir* |*f. 
=C3a'dion |bl et ampi -fie at<nn It? 
da ftrtyrlMwn* p&r |Wn* d* 
stability da r^coulerroral da 
Pdisauili* an toncuirt 




Fiq 9 - jei '.urbuisjn: uii co r dans 

de i air a j repos a R * bt)OT. 



Remarque; La condition dc grand nombre dc Reynolds global n'autcrisc 
pas dc ncgligcr les efifers dc viscosite dans tout Je champ dc I'ecoulement. 
Dans le cas dc I'clou L enient, amour d'un profit d'aile (lie. o) } Irt regions de 
couche limits comprennent Ees couches limit?* parietales d'extrados et d'in- 
imlos ainsL que la zone dc si I Lags en aval dc I'obstacic. 



B„4. Dccollement 

Lorsque la geometric dc robstacle pruVoquc une forte distortion dc L'eooule- 
tnent au contournctnenT de celui-ci (comma e’est le eas avec de& corps epais 
ou dcs profits places a forte ieki de ttce}, on a&si&te 4 une separation des diets 
lluldes de la surface LLniitc dc ^obstacle: e'est le phenomene de decollement, 
En aval dc la separation Lc mouvement s^rganise, 1c plus souvent, en struc- 
tures tourbillonn&lrcs dc deferents types, statiounaire ou instetionpairc, hmi- 
nairc ou turbulent (fi^. "» )■ 



B t >♦ Transition de regime 

Dans tout problem? de dyitamique, les questions concernen t I'existencC], 
L'unicite ei La stabilite des solutions. IL en est de me me de lout ecoulemeni de 
fluide, en tanique i solution* d'un systems dynatnique particulier. 

Au regard dc la stabilite, on observe qipc les forces d'inertic ont un effet 
dcstsbilisatcUT, alors que les forces de viscasitc tendent i stabiliser le mpu- 
vexneot en amorlissam les perturbations Lorsqu'elles apparaissenl. Airtii, 
lorsque le nuolbre de Reynolds augmentr, la stabilite du regime lamsnsire 
peut ne plus eire assure e. On sc trouve aSors dans une phase diie de transi- 
tion de regime. 

Dans un ccoulemcnt en conduitc, la perte de stabilite dc L'ccoulement dc 
Poiseuillc s'obscrvc en pratique pour R e - 2300 i 3000, ou Lc nombre dc 
Reynolds global est defini cut le diamCtre de la conduite. LFinstabilite se 
manifesto par L'apparinort et I'amplilfcaiion de perturbations conferant aux 
filets iluides un mouvement insiantane desordonne, instationnairc ct tridi- 
mensionncl, en rupture avec t'organisaiion stationnaire, parallelc ct rcctilignc 
du regime laminaite fie. ft i. 



B. 6 . Regime turbulent 

le Jcvcloppcmcm illume dc la phase dc transition par perce progressive dc 
srahitite dc b'ccoulemenr conduit au regime turbulent, situation csracteri- 
ste par la presence d'une agitation d'ordre maorosuopique interne a 1'ecouEe- 
tnenL Cette agitation, tridinienstonnelLe et chaotique, est responsable d'une 
Intensification du melange ct dcs edtanges au sem du mouvcnicni, am&i que 
d’une augments tion dcs transferts k la paroi d'un solid e im merge, 

En ceuulement a fronticre libre, tel qu’un jet par cxemplcj, I'agiLtadon turbu- 
LenEC conduit a un iCCroisseinenL sensible de la diffusion, par mouvemeuts a 
cchellc du continu ;bg. { ij, 

Remarque : 

Les phcnomcncs dc turbulence ct dc separation (dccollement} ne doivent pas 
etre CnnfurtduSj. meme s'ilj peuvent (en pratique) 9C trouver joaveni cn inter- 
action forte. 
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13,7, Compressibilite et onde de choc 




Fiff. ID - Ondfl d« chad tfilaehGe 
en anm-ir d un sphere n! = te e 
dans un Atnulement a M = J,® 



Lorsque I'augmentation du numbrc dc Reynolds pfOVienL d? celte de la 
vitcssc de L’ccoulemcnt, il en result? correlativernent une augmentation du 
namhre de Mach et den effeisi de compressibilite assodos 51 ce para metre. 
L'un drt effets les plus remarquabks apparalt lorsqu? Ion dispose u.n obs- 
tacle fut? duns un ecoulement superaoniqu? (M >1), 

L'arret du fluid? a la parol esi la cause d‘unc lone variation de la pression, qui 
ae mantlestej dans ce cas s par unc brusque augmentation d? cette grandeur* 
localise? sur des regions etc tres faiblc epajsseur appeleen nodes de choc. 
Lett.? onde peui etre visualise? et apparait detachec en amont de I'obstacle* 
dans It cas oil CClui-O est un COtps epais, une sphere dans 1'cxemple illustrr 
Ml- I u On n oteni Le ca racccre tu rbu I ent du tillage ainsi que la trace d'auires 
ondes dnnt ['interpretation sort du cadre du programme. 



C. Mise en perspective: trainee d'une sphere 

C*1 * Force de trainee - Coefficient de trainee 



Un solid? immctge dans un fluid? en muuvemeni subit de sa part un 
ensemble d'actiems (forces ct moments). On suppuscra id que I'CCOulemenl 
a il'infini cn rnnont* de ('obstacle esi permanent, parallele et de vitease uni- 




Cetre normalisation pratique s'apptique uu module de la force de trainee 
divine par unc surface de reference, yratldeuf hOrtiOgen? a line eoniflinu OU 



l Cm notion Mfa ^titee 
dans un chapicre suivanl Elle 
corrHspond ;j I'fenera e Cin#tk)iW) 
du ftuiae pa r imirt da volume 




unc pression. La press ion de reference eat — pU^ , pression dynamique 1 de 



I'ecoulement a L’infini. Le clioix de la surface de reference depend de (a geo- 
metric de I'olv-.iscICj, niais fan le plus souvent appel au malcrc-couple de celui- 
ci (uire de La projection orthogonal? de 1’objei sur un plan normal a la dirce- 
tion de 1'ecoutemeni a 3’inftni). 



C,2, Coefficient de trainee d'une sphere 

Nous nous Limitons au caa ou (’obstacle cst une sphere de diametr? D. Avcc 
pour surface dc reference ccIle d'un grand disque (Jig I 1 ), le coefficient dc 
trainee skxprime par: 

C | = — — — 

n pugiv’ 



Cf-J'v 



F>8 12 Ctwfnciannfe irsFufte 

d'une sphere 
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L'experiente montre yue Ct coefficient vane en function du nomhre dc 
Reynolds tl du fiombre de Mach de l'ecmilement. Nr retenant id que r in- 
fluence du nombrc dc Reynolds, la relation : 

UfP 

ou R c “ " sc traduit par le graphe dc La figure suivaxite^ en synrhese de 
nu-mbreuses mesures ('fig. I T; _ 




Fi.;i 13- Ctitfficitfli do irufofre dft la iflhflre w function du nonibrc da Ra>no ds 

C.3. Regime lineaire 

Lorsque le nombre de Reynolds est tres petit* on peut manner [formule de 
Stokes) que la trainee iur la sphere a pour module ; 

T = 3 h|jU £i D. 

Cene trainee integre la resukuntc des forces de pression et de visccrsite ener- 
cecs par I'ecculement sur route la surface dc la sphere, bile vine dans cc cas 
lineal rement uvec la vitesse dc fecoulcment i I'infini, 

Le coefficient de trainee esi alors donne par : 




relation bicn verifice experimental cm cm pour < 0,3 (tig, i 3 . 



C..4. Regime quadratique 



Pour une valeur du nombre de Reynolds comprise entre 3 OOO at 300 000* 
revolution du coefficient de trainee presence un plateau (tig, 13)* auteur 
d'unc valeur sensiblemcnL ccmstantc (0*40 i 0,45), 




Fig. H - Sn uc lure de 
I'&couleiMnl en rfigime 

mticriiigiie w* < nvoooi. 



I j? module dc la force de trainee resulrante est done id que i 

T«U*. 

Cette loi dc variation quadratique cn viiesse correspond a un tillage turbu- 
lent demire La sphere, avec developpemem d'unc couche limitc laminaire sur 
la face amont de la sphere, Cette couche limitc sc separe dc la paroi (/decolic) 
cn amont du martxc-eouplc, notour d'un angle voisin de 80° I 3 ;. Cette 
configuration correspond a un regime ti'ecoulement qualifie de * premier * 
regime ou regime isubcritique*. 
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0,5. Crise de trainee 

Amour d'un oprnbre de Reynolds de I'ordre de 300 OOQ, on assiste a une 
chute bruule du C x> qui passe d'une nleur voisine de 0,4 a moLna dc OJ ; 
c'est Lc phcnomene dc crise de trainee, traduisant une forte diminution de 
cctte force alors que la vicesse augmeniei touted choses egales par aiLkurs. 

Ludwig Frandtl a monire en 1914 que ce fait eiatc Lie a 3a Transition de 
la couche Limite sur fa face amont de La sphere qui, de lamina ire pour 
R r < 300 000, devient Turbulence aux valeurs supemeures, propricirc qui 
retard c Lc decolletnenf. Ainsi » le point dc separation cat repousse au-dcla du 
tnaTtrc-coupJci a un angle variable entre 1 1 0 s et 140°, scion k niveau dc tur- 
bulence dc I'ccauLemenl anion t . I v . II Cn result* unc diminution dc la 
* trainee dc premium-, diminution qui, cn vaEcur absclut, cat supCricure a 
I'augmentation de la * trainee visqueuse*. Au total, on assist* bien a uuc 
reduction nettc dc La somme dc ecs deux elements constitutifs dc la trainee 
gtobaLe (pression + viseosite} mcsurcc par La chute du C x , 
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L'essentiel 



/ Nomlnv dc Reynolds global 

* Cl - nombre sj ns dimension esl defini d parti r d'une u-ibelle de Vitesse U t el 
de longueur Ldc reeoulemcnt ainsi quc de laviscnsite cincmatiquc v - du 



Guide ‘ 




pU„L 

. 

M 



* Ce nombre compare gLobaLcment, avee ]e$ meines- echelles U fl et L, les forces 
d'inertie et dc vjscostic dc I'enscmbledc I'ccoulcment: 



"•=( 



forces defter tic 
forces dc viscosite 



111 



/Types d'ccDulCirucnls 

* Mouvement rampant : forces dlnertte negligeables, R t « 1 „ 

* tcoulemenT luminaire . forces d'meme et de vi&coaite en equLLLbre stable 
dans le mouvement, II n'existe pas de * limits univers elle * T ue. de vaieur uni- 
que du nombre de Reynolds bornant ce regime tndcpendammenl du type 
d'ccnulcmcnt. 

* Eruiilcment turbulent: phase ultime de la transition du regime luminaire 
par devdoppemen t (amplification ei interaction) d'instabLIites. Ce regime se 
caracterise pat one agitation macroseopyue due a des mouvemeftts a Tech elk 
du continui responsible^ dc I'inicnsifi cation du melange* dc la diffusion et dcs 
transfers. 

* Gouche llmite: situation qui se presents pour un nombre dc Reynolds 
grand lorsque 3cs effets dc viscosite n'afFccrent qu"unc parti e {La region de 
izou.ii he llmite) du champ de I'ecouLement. Dans la couche limite, les forces 
d'mertie et dc vi^cositc sonl equivalentcs. Hors- couche limite^ 1'ccoulement 
pun; etre assimtle a cdui d'un (lutde parfait. 



/Trainee 

[x module dc la trainee* rcsultance des forces cxcrcees sur un solide immerge 
dans un Guide dans La direction de I'ecnulement i L'infini, pCut s'esprimer par : 



T module dc la force de trainee (N) 
p masse volumiquc du Elutdc (kg-m 3 ) 

U fl vitesse dc I'ccouicmenr a I'inhni (m s 1 ) 

S surface de reference (m s ) 

U coefficient C, CSt appele coefficient dc trainee. Sa vaieur depend du 
nombre de Reynolds, FOur une sphere,. R. petit : T “ U^, et R c grand tT K U(, 



t = i sc.pu; 
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erc/ces 



Niveau 1 

Ex. 1 Estimalj on da nomb/cs de Reync I d s 
et type d'ecouleimenl associe 

On constdecc les ecuulemcnts suivants r 
a) vehicule automobile, de dimension cacacterisnque 
1,5 m circulant a #£} km 1 tr 1 {v^) ; 
b} deplacement tectonique de plaques de I CD km 
des vit«KS de lord re de 1(1 * m/s 1 (v^, ) ; 
c} avion de Ligne gros portem, duul 1'aik presente 
une etude moytnne 9 m , en decollate a 2£0 km- tr 3 
« en voL de eroisLeJ* a 8M km-h ■' (v^) ; 

d> bacterie de dimentibn 1 pm se cttpUfsnt a une 
vi tease de 10 pm-s -11 dans urn milieu aqueux (v^) , 
a) bateau de pLaisance de 10 m ill ant a 12 nccuds 

(O ; 

f) verrr fondu coulant par un orifice de 1 cm de dia- 
metre i urte ntesse de 1 Crtl'S" 1 {v,^}. 

1) Caleuler les nnmbres de Reynolds de ccs ecouie- 
ments. 

I) A queLLes configuialkmH types pcuvent-ils etre tal* 

tactics ? 

D&nniei : 

U5 10 *m* * = 10-* m 1 ^ 1 1 

v v . ™ SO -3 m- ■ s " 1 - 

|r* 3 w*fw 

I nrrud - 0 n 51 m- s~ ] 

Ex. 2 Viscosimelre a chule do bille 

One ti iLIc solide spherlquc tombe dans un licuide vis- 
queux. On suppose que cctte chute a lieu sous condi- 
tion de mtjuvement rampant (regime de Stokes). 

1 ) Exprmivr b visettsiic dynamique p du fluide en 
function de la vitesse llmite- de- chute conscante de la 
bill? Li,. , de son rayon a, de I'urcekntien de hi pes^n* 
teur £ et des masses veil urtilq ues du solide et du 
liquide p a et p L , 

2) Calculer les coefficients de viscosile dynamique 
et cinematique d'un Llquide de masse volumique 
p, = 126 kg-m sachant que la vilSSSi die chute 
mesuric est LT^ = H mm'S 1 ave£ p a - 300 kg'ffl 1 et 
a - 4,5 -mm, 

J) I.'hypothise do mouvemem rampant esi-clle jusil- 

fi« ? 

Ex, 3 M □ uvcmerit rampant: gc he lie de pression 

]> Ecnre b relation irsduis+mt L'eqwlLbre cm re Lea 
forces dominantes d'un mouvemem rampant perma- 
nent, en supposant que Les fcr«s de pesanceue sent 
negligeables. 



2) En deduife U relation de propwtinoillfibt llant une 
cchclle de pression P. aux echelles de vitesse U D et de 
longueur L de 1'ecoulement alnsi qu'a la vieousite 
dynamiqui? p du fluide. 

3) Dans La pLupart des rcoulemencs, on antroduit 
comme reference de pressfon, b quantity F. ■*= pUS, 
Exprimer le rapport : 




Commenter- 

Niveau 2 

Ex. 4 Epaisseur de couthe limite 

On consldere La coucbe limite qui se devde-ppe sur 
une plaque plane Infkdment minqe, dispose pafa.|le- 
lenwni aust lijncs de courwn d'un ecouLement per- 
manent rectiligne et unifbrmc (vitesse U ( , en module}. 




* ton* de tcucNi linfiit* 

On suppose le regime laminaire de mouvement bid]- 
mensionnd plim, 1'axe de IWRdsn etwm pHs p^ur 
1'axe des abscisses. On suppose que 3a plaque a une 
longueur L dans Le sens de I'ecoutement. 

1) A quelle condition d'icoukmetiit corwspond La 

situation decide ? 

2) On de$ignc par v [m- -s'] la %'iscnsiie cincmarique 
du fluide. Esnmcr Les temps caracieristiques de 1'ad- 
vection tT A > et dc La diffusion (T ri j dims une section 
d'absds&c r, ou I'epaissemr de couche LLmiie est S(jt). 

3} Sachant que lecoulernent dans la COuCtie limite 
Mtisfait a une condition d'equilibre temporel entre Les 
echelles T a et deduire la forme de variation de 
I'epaisseur de couche limite avec L'abscisse. 

4) Exprimer la Lqi de variation de I'epais&cur dc 
couche Limice sous forme adimcnsionneUc, en faisant 
apparaitne le nombre de Reynolds global r 




Quel est L'effet d'une augmentation de ce nombre de 
Reynolds ? 



PV 1 1 i.fTTuTU 
1 - Exardoes 





Niveau 3 

Ex, 5 Trainee d'ume sphere eh ecoulement 
rampant: formula de Stokes 

Dans UJ1 syweme de coordoinnees spheriques, ]c 
champ de vitesse de I'ecoulcmcni rampanr uulouj 
d'une sphere de rayon o a pour composantes : 

oil U* cLteitne le module mutant de la viusac % 

I'infm V_ = U c ? M « r, = — la distance radialc 

rcduitc. a 




1) Identifier, dans lie re pert sphenque, les forces de 
surface qui s'exercent en tout point de La sphere dans 
cet ecoulement. 



1} En cwrdonne® spheriques, la eentniott de 
cisaillement visqueux qui s'excrcc sur une facctte de 
norm ale r'. dans la direction e a pour expression 



locale: 




r r 3^ J 



Que vaut cette contramie en un point quclcnnque de 
la surface de la sphere? Ein deduire La valeur de la 
resultante des forces de viscosity dans La direction de 
WcMlkmMt (trainee visqueus*). 



J) Sachant que dans ce retime rampant, les seules 
forces cn presence sent les force de pression er de 
vise os it e t comment se traduit localement l'equilibre 
cm re ces forces ? 



4) Par integration de la relation precedent!?, on peut 
montrer que le champ de presskm est donnt par: 

3 HU, 

P<r ip ^) = P a -— -^-cosip, 

ou P n desLfinc une reference de pression fure. Calculer 
La resultant e des forces de press Lon appLLquees a la 
sphere selun In direction de letouleinenl (trainee de 
pression). 

5 ) Deduire dcs resultats prtcidencs I'rapression de la 
trainee de 3a sphere et du coefficient de Trainee. 



Indications 



Ex, 2 



I) Appliquer 1c pnndpe fundamental de La d>na- 
mique a la biile en chute libre i viewe stabilises, 

I3TK 

1) Urlliser les expressions en densire vciuwiqut des 
Contramtes de surface sues au premier chapitre, 



Tenser a wtiliw les expressions s^iytuiqoes des 

coniralmcs de surface vucs au premier chapitre. 



Ex. 5 



5) hie pas oubLier de pnoierer suivani x pour calcu- 
ler les differcnies contributions de la trainee. 



2) II li ill i de raisonner en dimension avee les. 
echetles proposers. 
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Solutions des exevcices 



Exereices de niveau 1 



Exercice 1 



I) Par definition du nomhre dc Reynolds- global, On a: 
, „ _ l a 5 ^ 9 P-lQ s 

a) R =- 3 M 0 x 1 iJ - 1 IP II ' ,,Wi 

b) ^ =i oo^io^ = ira . 



10 M 



9 x 2S0‘id 3 



o> Decollate: K = * „ t ' , n t = 4,7- 1& 

^ 3600 x 1,5 IQ * 



Croisicre: (RJ 



L7 JiVJRE 



1600 x 

800 
280 



xR f * 1 , 3 -NF 



d> R = 10 ‘ X . 1Q - 10 ‘ = lO *. 



«)K. = 



10 - 

10 X 0,51 X 12 
10* 



= 6 t W0 T , 



^ R - = io-i = ia 

2} Lei situations b), d> ei 0 correspondent a des. nstiuverncntg rampants a tres. faible noinbre de 
Reynolds, ou les forces de viscosiie dotnincuT ccllcs d'inertte- 

Dans les situations a), c) et e) b on peuc envU&ger la presence de couch e limite dans les regions nor 
decollet! de ces ecoulemcnis. 



Exercice 2 



1) Lorsque la bilk chute a vitesse constantCj la trainee cst cn cquiJibre av-ec son poids diminue de 
la pousscc d'Archimcde, soil: 

6iE|i*U c « “ -j - P L )ft d 3 cnjr |i = j 



U.„ 



1) L'applicaiion numcrique dome: 

(300 - 126) x 9,81 



2 

11 = — x 

9 






io- 6 



Or en deduit : 



8 10* 



v = = 7,6*1 0~ 3 m**’ 1 . 

P 



= 0,96 PL 



3") Calcultins le nombre de Reynolds de I'eeoukment 

2aU 



R 



II 



On trouve: 



K,. - 9,5 x LEH « l n ce qui valide bien a ptHttrieri Vhypu these dc calcuh 



Cupv lTT .| i ltd 

CaarriKSK 





Exorcice 3 



I) L'absencc d'acccScratson dc recoulctnentb le regime rampant conduit a I'cquilibrc cntre forces, de 
pressior ct de viscositc, En iitilisant les expressions en density vulumique (cf, chapitre 1), on a 
done: 



grad P - p aV. 



2) Par simple raison de d imension* ttffi equation mu Hire que : 

Pa A 

L H V * 

soil 1'cstimation tvisquouet dc la reference depression: 



P ( « 






3) I-e rapport dcs references de pression s'ecrit: 

|l w ^- } soir: P, - R x P„ 



UnL 

ou R t - — est le nombre dc Reynolds de I'ccoulemcnt. En regime rampant (R^ « 1), cc n'csl 

done pas la *pressLon dyn antique * -j pV 1 , a 1'origine de P rt qui fo Limit La * bonne* echeLle repre- 
senlative des forces de pression* mais la reference visqiieuse. 



Gxercice de niveau 2 



Exereiice 4 



1) [.a s true ru ration des effets visqueux dans une zone proche de la paroi dc I'obstacLe (couch e 
limiie) ne se produit que si le nombre de Reynolds global de I'ecouLemeni esi suffisammem grand. 
En reference aux psrametres d'advection de L’ccoiilement, ce nombre de Reynolds est defini par: 



2) Le temps caracleristique de 3'adveOtion sur la di stance x peut s'evallier par : 

T = — 

A V 

Celui de la diffusion par viscosite, sachant que La distance earacterisiique de ce phenomene a I'abs- 
risse x n'esi autre que Fepaisseur 6 f.v) peut s'estimer par : 

T = «!i*L 
" v • 

Sous La condi tion d'equilibre tempore] on deduitquci 

- ii JL 

V U 0 

oii la consiante de preporuonnalite, strictenent positive, a eie posee egale a fc. L'epaississemeni 
spatial de la couche lltnite se fait done selon une loi parabolique; 

S(x) * * 




'Chapura 2 Notions phtinomeflolQQiques. sji in Acoulemencs de lluidas r6eis 



py righted material 



4) On pent encore ecrire : 



L 



= k 



4 



Vx 

UnL J 7 



son : 




k fx 

Tk'Jl- 



Ainsi I'cpaisseijr relative de couchc Limitc e*it d'autaiu plus petite que le nombre dc Reynolds glo- 
bal dc fcccmlernent cut grand (variation ert R 1 7 ), 



fcxe rcice de niveau 3 



Exercico 5 



l) II s f flRit des forces de presalcm ei de vlscosiie. Ln coordonnccs spheriques, dies s'ecrivcnt res- 
pe'Ctivement:: 

dF F = -Pe. do et = t.5. d(f 



n 



ou F designe la valeur locale de la pression a La surface dc la sphere et t <f la contrainte de cisaille- 
menc visqueux qui s'cxcrcc sur une facette dc nurmale ? dans la direction 



2 ) Compte temi de i'expression du chimp de vitesse de cet ecoulcmcnts on a; 

3 V 4 U ( M 3 V , Li a\' | 3 U. 

— 1 ~ - — - — + | sinip, soitsur la sphere : l i = ■ — 

dr a I 4 ji 4^*/ dr 



3V 

r) 

V. 



sioip, 



I a | f I i-ri r 



/ U / 3 i \ V 

-*■ 11 f 1 - ■ - —7 simp 1 ! soit sur la sphere : — 

r a r. \ 4 r, 4 ri / r 



- 0. 



sc+iere 



U fl / 3 1 \ . I dV 

- - — - | I 4 sin<p, soic sttr la sphere : r— 

ar, \ 2r. 2 r\j r Btf 



1 iYt 

r dtp 
An final, sur la sphere : 



- Or 



itlhttz 



3 



La eomposante suivani £ t de la force de viscosite appliquee a un element d'aire de la sphere a done 
pour valeur algebrtquc: 



dF^dF -^VV^- 



L'clement d'airc vaur drt — a- sir. ip dtp dO et !c pruduit sciluire des vecieurs UtliiaifCS CSI Cgal a 
| <p +■ ji = - sin tp. Ainsi, compte tenu de la symeirie dc revolution et de I'expression de r p . 



COH 



i*tUr# 



FI = Jl dFi = M l— 1 * 2k I" >a s sin 3 ip dtp = 3rpU p a 

j f ^5h*Ptl 2 d T> 



- — cosqp{si 



in J ip 4 2 ) j f 



soil fmalement: 



PI =■ 4 It pU„dr. 



3) Nous avons vo, au, premier chapitre que la resultante des forces de surface (pression et viscosite) 
sur une partioile fluide pouvait sexp rimer a partir dcs demites volumiques grad P et pAV respec- 
tivement. L'ecouLement rampant caracterLsc par L'equilih-re dynamique entre cea forces est dorse 
regt par I'equacion : 

grod P = 

4) La composante s^ivant l’ de la force de preasion appliquee i un clement d'alre dc La sphere a 
pour valcnr atgebrique: 

dF[' = dF 1 ' 1 ^. - - F? r "f do = - P cosq? da 





Avec L'espression fo Limit du chump depression, tu trainee dt ptesbion vaut dune ; 

F* = ff dF]! = - 2n I (P fl - cosqs)^ sirup cosip dtp * 

JJjpteK v 2 a 



d'ou ; 

soft fmakmrnl : 






F* = sin^p COT 3 9 dip = - 3njiU 5 a 



Fj = 2K|iU t B. 



- L 



+ t 



r (^>, Bien que I'ifEflulB merit a'oiactUQ suns decal lenUail, Is Champ dt ptB-SSian s-ji Its lures, am PUL 61 Ml dt It 
sphere n& t'tqu ill tut pas : la dtinl-sptiSfa amont sst mi surprusim [cos ip < Oiaiors qutla deni sphere aval 
tsi en depression, dai une rtsuhante Itratmec dt pressionj nrw nulls. 



5) j .j trainee tut ale- est La Somme dies trainees de vusCosile et de pressiun, la viSGOSite tunlrLbuant 
pour 2/5 e t La pression pour 1/3, uvec tu bilan : 

F, = Fi + F* = dit}AU 0 d. (formuile de Stokes). 

On constate qu'il s'agit d'une qua mite positive, cc qui signific bien que lc fluidc a tenda nee a cn trai- 
ner L’obstadc dans, son mouvemenL 1_£ coefficient de traine vaut alors: 

ff B T _ S 3*MU a D 
* pUg EH if pUjD* p 



soil finale me mi 



14 



uu R. = 



U n D 



— 



v 



■ h ' i h p N 1 1 1 3 

est le rsombre de Reynolds global de I'ecouDement rappone au diameore de 3a sphere. 
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CHAPITRE 



Outils de description 
des mouvements 
de fluides 






Introduction 

Ce chapitre regroups les outils maihemariques ei les notions cinemadques indispensable 
j la description ei a P analyse des mouvemenis d H LLn lluide. On laisse done de cote la 
question de Porijgine ou des causes du mouvemeni pour se concentrer en premier lieu stir 
ce quit releve de la specificite des ecouknients. 

Le premier clement traite du mode de description du mouvemeni, a travel k choix de 
variables qui s^ffre en mecanique des fluides. 

Un deuxieme volet aborde les notions de cinematique, liees a la caracterisaiion d’elemcnts 
geometriques a parti r du champ de vitesse d'un ccoulcmcnt a un instant donne 

Le dernier volet conecme Le s ou tils permettant d 'analyser les evolutions dans le temps des 
proprictcs d’un ecoulemcnt en reference a tin systeme physique donne que Ton va suivre dans 
son mouvemeni. C'cSt la notion de derivation paitiCuhiie sous SeS dillcrentes deelimiisuns. 
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A. Notion de champ 



1 lls'Bgu de rtspace i fQis 
dwtiemionsuppert* ic s m 
reners canfisisn arihorarne. 

?. L« frfltfet t • -fi* +• i ^ * ri 
da EOut pcvn! A I'nnfi ie dg ifcpe-s 
*stun Buemplg de lei chump-, 

1 Le champ Mjeeuique tfeP da is 
I'espaca par une ra-p^nnian d b 
ehiicjss estun enempla de ie! 
chirm, 



AA, Champ math cmatique 

Par champ mathcmatiquej on cntcnd toutc fcnction dc point* ct cvcntucllc- 
mcnt du tempSj dcfinie dans une certaine region dc 1'espace . Un champ peut 
Ctre scalairc ou vect oriel ' r 

En mccaniquc des fluidess on parlera ainsi dc champ dc pressiooj tempera- 
ture* masse volumiquc... (champs scalaires dc I’eCQulcmcflt) ou die vitesse, 
acceleration... [champs vectoriels de Tecautement). 

Cette notion mathemadque dc champ d'uiic grandeur physique ne doit pas 
etre confondue avec Id notion dc champ physique introduce pour caraClt:- 
fiscr Taction subie a distance par une parricide : champ electrique* magneti- 
que* gravitationncL, 



A. 2. Description des proprietes geometriques 

de champs 



J On pa rig crconj de iqr c 
Csmrlacei" : isoHare, 
isotherms.. 



Pour visualise? La repartition spatiale ou champ d'unc grandeur seal a ire quel- 
conquc /(x*y* z) t on fait appcl a La notion dc Lignc (2D) ou surface (3D) 
cquipotenrielle \ obicts cn tout point dcaqucls la foncrion rcstc constante, 



5* On |:Brlc :1c hyni: :le Lumraii'j 
■sfagiEsanl du champ de vitesse 

d un Sc-jl ImimL 



A{M) 

lignc de 
champ 
passant 
par M 



s ig, 1 Ligne de champ d'uns 

tOdc»nvtacri«i«, 

fi. Cei up6r anjgrs tint 
historiquernent iiKrndmts paur !e 

Ei ai'Bnient ll-.coi ii| jc de 
pi vblumcj prjsrjj sn ditto iiiqv v 
des lluides. 




Dans le cas d'un champ vecroricl A(i, y.a}, unc representation cSassiquc sc 
fai t par lignc dc cha mp \ cou rbe don t la tangente locale d £ ( M ) est par defi- 

-+ — — “j 

nation coLLncaircau champ au mcme poim b soit A(M) (M) = 0 (tig. ] ). 
En mecanique des fluides, les fonetions seront aussi variables dans le temps, 
ce qui amcnera a bicn distinguer proprietes geometnques ct evolutions cine- 
matiques. 

A3* O utils d * analyse des proprietes geometriques 

de champs 

Dans le cadre du programme, Tetude mathematique des propr Letes de champ 
rclcvc cKclusivcmcnr dc Tanatysc vcctorielle* a Travers dcs operateurs dassi- 
qtics tcLs que gradient (reserve a une Fonction scalairc), divergence* rotation* 
nel et les notions connexes de (lux, circulation... 

La definition de ccs elements sera rappelec le moment venu. 



B* Variables de champ d un ecoulement 

II existe deux fafons de specifier lea arguments (ou variables) doni dependent 
les fonctions de champ de tout ecoulement, conduisant aux variables de 
1 arrange cf d’Euicr. 



H. 1 , Variables de Lagrange 

C« variables peuvent ctre percucs wmrae unc extension direeie de cedes en 
usage en mecanique rationnellcj poux Ult systems discrct dc * points matcricls * r 
? On p*rl»»# € mstaert d? Supposons qu h a un Instant donne (t = z) y on puisse « individualiser * toute par- 

* ma ri,LJBflB *■ ticule fluide d 1 un ecoulement donne, en reperant sa position par ses coordon- 



Cnapiire 3 .: Outits de «escripi.ion des fl-suvs •nedis de Guides 
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nees (g, t|j dans on refereritiel donne. A tout instant ulterieur f > i y il est 
possible de determiner Le mmiVflMlI du Guide i partir de celiii dc chaeune dc 
ses particuks que 1’on suit dans leurs, mouvements, 



i. Lds cQordonn&BS d'u i lol puim 
still" ;i ilfclei irtrit! poyl diHi; .K; 
panic ule a :c Jt instant 5 .'<b 
champ dm wte?« c.y. coruii^elles 
pe jvenc so cafaular par 
irUBjjiatmn tf£ t^dtirtiPi Billie I sS 

mst«ms r *t E; 

A? - [ V(^r|, t«>d0. 

■ T 

1 Veclsur p&ption : 

K = 

Y - V&ifrtft 

z = Z(£ii,tn 



Definition 1 



L' ensemble des quatri? arguments r|, r). rcgroupant les trees coordcm- 

nees dc position de touts particule Guide a un instant donne ei le temps, 
constituent Les variables de Lagrange, 



Propriete 1 



Vitesse et acceleration de 1 a particule A ( ^ q , Q au poin [ eourant F a I 'r>n* 
wm if &*obtiennent a partir des eoordonnccs (X, Yi Z) dc sa position a cct 
instant par : 




Position ; OP(X, Y, Z) 



Vitesse : -i-f U 
df V 



dX dY w = dZ\ 

d r d t d 1} 



Acceleration : 



djov (r . 

dl 2 l 1 



d 2 X r _ d 3 Y f _ d 2 Z\ 

dr 3 ’ > dr 2 ’ 2 dt 2 J 



Application 1 



Dans un referentiei curtesien orLhonurmej on observe a i’mstanl S au point M(X, Y* Z) la particule 
Guide qui A ['instant de < marquage ■ i = 0 se trouvoii uu point de coordonnees ^ <1> C On donne : 

X = {l + r% Y-m Z = ^ 

Quelle* sont les eomposantea des weeteurs vitesse et acceleration du Guide au point M a ] 'instant r ? 

Solution. 

Gnnnair&ant la loi horaire de La particule en variables de Lagrange:, on a imrnedi atement : 



dX 

df 



S£c 



Vitesse i h 



dY 

dr 



dZ 

dr 



0 

0 



d£X 

dJ 



Acceleration : 



d 2 Y 
dt 2 



d-Z 

,dr 2 



0 

0 



B,2, Variables d* Euler 




Fig, ? - 

bu point M est cells de Ib partscule 
frcftd* putrioriifittji, t«iit 
d'urfie autre particula « caerie * 



La description en variables d 'Euler foil reference a ^observation des pardcu- 
les Guides, qui se trouvent, a cheque instant, en un * point « donne du champ 
dc Fccoulcmcnt. 



Del in i! Kin 2 



Lknsembk den qustre reels c, t), oil 1 designs le temps et a) Les 
trois coordonnees d'un point « d'observation * du cltamp de recouLeinent 
dans un rcfcrcnricl dorncj constituc les v r aei5iblcs d*Eulqr. 

En design ant par/unc frmetion scaiaire quelconque du champ dc recoule- 
menti valiiur f(x, y, z, r 3 ) est done celic de la particule qui se tntuve au 
■: point d’observation o M(x, y 7 z) a 1 'instant j 3 . x^u m&ine point mais i un ins- 
tant different t 3 „ la vttlcut dc cette inline tbnetion sera cello d'une autre 
particule passant en cp point a cet instant : \g 2 



iouii 
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Application t 



Avec les donnees de l 1 application 1, peut-on cxpnmer la vitesse et racceleration cn variables d‘ Euler 
(jfj y v r) enun point E queleonque du champ, autre que M£X, Y* Z) ? 

Qu'en csi-il siP=M? 



$nl Li i;i i >n 



En tout point P(jf, y, i M{X, Y, Z)i on nc dispose d’aucune information sur la particule cpii t T y 
tnouve, quel que &oit 2. Le caleul de Ja vitessc commc de ^acceleration CSt done impossible en ce 
point. 

Si* cn revanche,, le point d’obsetvauon P coincide avec le point M de replication ], la vitesse ct 
I’accele ration en variables J 'Euler s’u-btiennenl en. Substituant les coordonnees (jc h _Vh "1 du point P 
dans les expressions conn ucs cn variables de Lagrange. Ainsi : 



Vitesse : i 



U ^ 



2 2 



1 +f = 

V = 0 



Acceleration 




1 

0 




W = 0 





La rlswfltsr a tie ubtanu da la^un mdnecte, le. en passant par an calctil un variables da Lagrange, Le calcul direct 
en vaneable s d' Euler re p-ese sur la notion da dirivafien paiticul a ira l cf. para g ran a G i. 




En variable d' Euler : 



r 

' df 



\r^ 

r df 
_ dW 
r '* 7 T 



13 , 3 . Choix ties variables 

Les variables d'Euler SOUL partieulicremerLt bien adap-tees a Ea rnesure, par 
■sonde matcridle ou capteur optique, de position fixes dans le referentiel par 
rappurt auquet an observe le fhjide en mouvement, 

Les variables de Iia^ran^e slmposcnt pour dcs probletncs dc dispersion en milieu 
t infini * } par exempk Jorsque ia cunnaifiRance du trajet dcs partieulcs critisesd'Un 
* point source * Au Sdn du Ouide eSI un Jacurur determinant de Tdude. 




Fig. 3 - Vmanage bu setts 
gngmufriq.10 (particulas 
diH6 rantos M at hi ou 
cln^medqg^^Ms panicul* i r 
et r +■ 



C. Analyse des petits deplacements 

C* 1 . Le probleme 

-J -t 

It s“agit ■d’exprimer la vitesse V ( M ') en un point M' en Fonetion de celle V{M3 

au * point voisin * M, dsns h limite (Tun petit dcplsccment dM. = MM J au sens 
macro SCopique. Les paints voistns proven, t fat re reference aux positions de 
deux pardcules El aides dilferemes, Lelies que M et N au ratine instant, ou a 
celtes dc la mime putkule a deux instants i et i + dr, telles que iM ei M' 

(fi*. 3). 



Chiplcre 3 : Oat! Is de description des mouv£riYie-m,s <l« flu ides. 
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C.2. Expression generate 



l Lb vecHur Eaurbdkin 1 : 5 : un 
vecieur dont le sans depend Kb 
r<arien1d1ion da i'ascsce On parle 
■Brttei's d<r 00 

vec leu' -axial. 51 |U, V, W) tarn les 
•CDrrpasanleEd’un vedsur* vrai * 
ou ■■ I'iulai'c i dan$ 141 repera 

<0 : t x . t r . ?,>. ses 
cpmppsanles da ns: a repera 
WMi JO ; - 

soul (-0, -V, -W|. Un ptiijcj- 
vccleur D menus Gumpugaulpj. 
dans lea deux raphes. 

qu emu* d* rwewmtm, 
Jprces, champ aectrique sent das 
vactsurspDlalreE. Vectaur da 
igEuEum mila ntnni':. mmiienl 

cinariqua r moment fl a force, 
•champ ma^npEique, Kim das 
pseudo- vecleura. 



Theorems 1 



Si V(M) est hi rilkw en un point M d > un ccuulement, In Vitesse en 
un point M r vtiLRin de M a pour [Expression., dans la limlte d‘un pern depla- 
ccmtni mesisstr-nipaqLie : 



-i 



V { M i = V{M) + ft ( M j A MM + D ( M ) 

■o l — * ■+ -+ 

ou Q(M) = -rutVfMl e&L le vreteur tourbilJon et D(M) le vecieur 

de eompusanies dans un repere orihonorme ; 

au, jfau jvy x ifau awv 
D " - dx dx ala* a* ) dy l{ dt a* r z 



D 



p. av, ifav aw\, ifavain. 

,.. L aw. 1 f aw at r\. L/aw av-,. 



I Icmniisrratinjii : 

Pur un d^veluppemenr. de Ta>ior limlte au premier entire, on u : 

U r - U(x + djr,ji + dj?, z + d^J = U + ^d, + ^dv + ^d* 

Bx d,y Bt 

sx' sr. „ j , .. av., av. av J 

V = V(i + dx, v+ dv, i+ dil = V + dx +■ ^-dy + ^-di 

nx Sv " dz 

aw aw aw 

W r = W(jr + ddf, v + dv, x + dij = W + ^dx4^dj> + %f-dz. 

dx By dz 



Poscms, : 



p _irsw r bv \ n _ ifau aw ) uav bu ) 

2^ ~ a* / y 2{Bs Bx)’ 5U* 3yj’ 



il vient ^ 






Iniroduisam le vecieur : 



n 



Sl a = P 

n y - Q 

Si, = R 




on rcconnut dan? Its crois terEncs entre crochcis^ Lcs composance? du produit 

vecLoriel Si a MM'. Les wrmes resiant s"idemiftenL done aunt composanies 
— > 

du vecccur D . 






C,3, Interpretation physique 

D'lpia r^xpmngn du tbtorfadc ; 




Fig. 4 - Roulicjn d'un sclide 
iLicjr d'ui ■] ■? ling - 

V{Mj » w a ?, 

1*0(1* un llyutu, It VMtMT 
■pHirbillan : 

-i i-j+ 

joue, 4 H 1 1 tin tii I, It m$me rtle 

qua iii dans !e cbs da 1= re-la lion 
■oHh 



V(M') = V{M) + QfM) a MM 1 " t D{M) 

W W M 

la vicesse au point M' voisin de M fait intervenir Line : 

■;_a) trail Hlati on, par MM', de La vitesSe un M j 

— * I — 

(b) rotation, de vecieur insiantane de rotation 11 (M) = -rmV{M). 

a 



Ccs dcuH premieres contributions s'ldcntificru a ccllcs dctinics en cincmadquc 
du solidc, milieu mdcformabk :ftg, 3':-. La demicrc (c) rcprescntcra neccssaiirc- 
ment les effets de deformation du milieu Guide au count de son deplacement. 

A in si [tig. 5) 



Pour unc partieuk Guide entre ks instants r et f+dr* la vitessc au point 
M r (l + df) 5C d^duit de Celle an point M(f) par aomme vcCtOrklle d’une ; 

■4 

* translation d ’ensemble, A la vitesse V(M) de son centre d'inertie s 

— > 

* rotation solide amour de son centre d iiueme, a la vitesse 12 {M 3 ; 

* deformation, caracterisee par le vecteur D[,M). 




(t) ' translation rotation deformation. * U + di) 



Fig. G - Elenens. de cairfos.ibon d«i vlsss-e-s sn petit -deplacemanl d'un rrnliBU fluid b. 



D. Elements de cinematique 



D. 1 . Trajectoire 



1 . Cetle- notion esc demique h 
cull u -ue An cinimitiqufl du point. 





On appelle trajectoire tTune particule Guide, la cotirbe dkrite du coitn 
4n stmpti lieu dcs positions successive! de cette parricuk . 



2 . L‘ Mp’ession d« iqu abons 

dil'B-nnlulh.:; d K IrijGCIOirgS W 

imir BC^SCB iuac les CO^dc nrses 
du Uannq«. 




Let equations parUmetriqueS diflereniieLks de la InjeCtoirede La pitrticule fluide- 
qui se crauve an point M i 1 ’instant i soot done : 



dOM 

df 



V(M, t) 



Par integration par rapport an temps, on abluent Les equations parametric 
ques des trajcctoires h famiUc de courbes a un parametre (Lc temps), 
Chaque courine est indlviduaLisee par une cunstante d'inte£ration qui I'asso- 
cit a une sente ec mime partioile. Lorsquklle est possible, ]' elimination du 
temps conduit aux equations cartcsicnncs des trakcroires (tig 0). 



Fig. 6 - TVflifclinirfl (funa 
pinliiullJ. 





dB 




-■ - u* ■ - 


i_ _ I 




Cl*apilra J : Oulilsdg description dug mouwum^nls ebu Flyi^tes 


vu[jy i ly i lieu i 


1 1 arcri ic.il 




Application 3 



On ronsidcrcTccPulcmcnf dont lc champ de vitesse, cn variable de Lagrange (■!;, t\, t), estdonne par : 

U = kfy 1 ", V = -in* - * « W = 0, 

OU x cae Lc Temps ct it unc consEanbc pasmvt- homogene it )' in verse d'un temps. 

1> Donner les equations differential les dcs tmjectoircs. 

2} En deduire les equations parametriques de tcaiccioireSs cn prenant comme instant de marquage i - 0. 
.1) Donner (’equation cartesienne des trajectoires, 



Solution 

l) Par defini tion, Lea trajecioines ont pour equations differ cn [idles : 

- km-*' — - 

dr " 1 ’ dx 



s * 



0. 



Les trajcctuixes de eet ecouleinenl soul des tourbea planes, 

2) Par integration cn i dcs deux premieres equations, il vient : 

X = £**' + *„ Ct y = rie-* c + y 0 . 

La condition de marquage a t - 0 conduit a identifier La position de la panicule i cet instant avec les, 
coordonnccs ^ q, On a done finalement pour equations para metriques : 

x - £e* r et v = tlf " t[ . 

3) L’elimination du temps se fait ici simplennenT par lc pnxhiit membre n membre dcs deux equa- 
tion d/ou r equation cartcskrme dcs irajcctoircs : 

xy = 

La traiectoire d’une particule donnee = etc) ttt une hyperbole equilstere dans un plan z - cte. 



1) . 2 . Ligne de courant 



1. La lijpe de sou? am se raCtadia 
a la naiicii plus gGnirale de ligia 
da champ Me-ctnnel 



2, L'EJmretElnn das equations 
Hiflermt-nllcs ilus Indues riu 
rourari a-n irmnatfiata avac un 
champ dtvM*ssBConnu «n 

variahbas tf'Eulat 



D«finiiion 4 



On appelle ligne de courant la courbe donr la tangente cn tout point esr, 
a un Instant do line, cclincaire a la vrtesse dc t’ccnulemcnr cn cc point et j 
cet instant . 

Bn designs nt pa r dM fcltment d'arc d’unc ligne de courant, L equation vec- 
toncltc diffcrcnticllc de cettc ligne -deerit : 

Vtfixe, SaV(M,0-0 



Dans un nepere cartesian orLhonorme et en tout point de composantes non 
nulled du vecteur vitesse, les equations parametriques differendelles de la 
ligne de courant sont idles que : 

3ae H* lelque — = . .. d >- - = = dot 

Utjqj/^.r) V(x,y t £>i} W{x.y,z,t) 

on U+ V, W sont les composantes dc la vitesse dans Sc referentid dc 
recaulement . 



Par integration par rapport a Ct, on obtient lea equations paramctiiques des 
irajcctoircs, famille dc courbc:-- a deux parametres. A un instant donne 
(parametre lemporel), chaque point de La courbe s’identilie a une particule 
fluide specifique i|, , Chaque courbe est individualisec, i wwr iViiJWFtr cij-nw, 

par unc constantc d'integration cn a (pgramefre geometrique) in: s . 

Lorsque la vnesse cs: in depend a me du temps, les trajcctoircs ct lignes dc cou- 
rant qui ont un point common sont confonducs. 



/GpyrighiTec? 1 



al 
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V(M, 



V<M, f L > 




Fig. 7 - Ligne de couranl relative au 
Dome M, i un inJlJiH t $4jr ijjI* ifitm* 
li-gne da ciwranc sa ire jvenc dilferantes 
iiamcui es 4 un Indent doling 




liEno d* 



courania 



• -r/iTi' 



de 

cquihm a 
yTifcCant 

t*h 



Fig 8 ■ bgne da couranl re ac^e aum^me 
pOtrti duui in(1an|j diFUrtrUj grille !o 
wiksb n'eti pas ennstame dans la Camps. Lea 
Itgrus ae Cflgrsfic P3«snt per m m4me point 
pe jvepc vflt'iar au sours da camps. 



Application^ 



On consider* rfeouiement dont le champ de vitesse, en variables d'Euller ( y t z y f), esc donol par ; 

O = kx, V = -ky a W = 0, 
oii * cst unc eonstante posi tive houiogcne a 1'inversc (Tun temps 
]> Dormer les equations differentielles parame cliques des lignes de courant. 

2) Ert deduire Lev equations patam&lriques (paranietre a) deS Lignes de courant qui pour OC - 0 pas- 
sem par Dc point (* 0 , > 0 )- 

3) Donncr F equation cartesierme dcs iignes de courant, Que concLurc dc la comparison do resultat 
avee ceux de [‘application preccdenlc ? 

Solution 

1) Hors Vorigme, les equations ditferentielles dcs Ligncs de courant sent : 

yy = tr = dOj, soit id c = da et ^ = -da, 

U V kx ky 

Les trajcctoires de eel ieouletnent sent des ceufbes planes. 

2) Far integration en a dcs deuK equations sous La condition, imposcc en ft = 0 t il vaent : 

x - et y = _y 0 jr i(E . 

3) Lamination du para metre oc conduit a 1 'equation ; 

xy - x t y r 

Les lignes de cow ram sent done dcs paraboles cquilatcrcs- On rctrouve le racmc rcsultst que ceLui 
ctabli pour les trajectoircs dc ['application precede me (jc>* = l^p). Ainni, les trapectoires et Ligncs de 
courant qui passent par un meme point = £, T| j sent COnCondues. C-e resului n'est valable que 

parce que ]e champ de vltesse eulerleti est independent du temps. 




Contour C 



lube de couranr 
relutif a.u 
comour C 



I). 3. Tube de courant 



Dfl im Ci un 5 



On appelle tube dc courant la surface fomuee dcs lignes dc courant 
s'app uya.nl, a un instant don re- sur un contour e'erme C^K- ^>- 



D . 4 . Ligne d’eraission 



DefiiiEliflES ft 



Fig. a ■ Tube dee&vr*n*. q 0 appelte ligne demission relative a un peini A et a I'imtani j, Le Lieu 

geometrique dcs positions, a cet instant;, de tomes les pirdcules qui som 
passecs ancenieurement par le point A 10;. 



C ha pitre 3 : Cuiils de deseflplton des mouvemanta de lluides 



Copyr i ghted mater i a l 



so 








Fig. 10 - Liam d'4mtssinn 
relates lit point ft fit i I'irtSttnl 
« r ■ 7 *. (Let Ueplacemanls aonl 
scharratiEHS en incfimanii 
tBmporBtlllSCrBISl' 

i QuamtitH dn nnuv^iiBnt. 
£ntrg»e cm£lique.. sam az 
gra.ni sl rs- macanuques 
Eran$pgrEBblB3. U prassicm n'61 
nfen pas una, Les-proprietes 
EranipertBbles sari das grand aura 
eul.arsvas 

2. t adfrac non est & tarma 
■]n "ig r ::|i ,i.; qijplil ar I le l[*ni£M>n 
par ia Inessa d' jn ecaule^iant. 
Qltiod CB (rgnsp-uri; cencatnl-JB 

■ lemperalurE *(en fait I'ine-r-gie 
intBrna massjqua ou I'enlhalpta 
massiqua], mi parle plus 
valontiars da convsnlkm. ft»nsi, 
pour simple m^iBBnaABon da 

V ilL dJUl l ift 

■ tt>iiv«Liio.i = advacaem de T ». 

3 Dn perle ausEi da MB-ctavr 
densiEd da courant de 3 . 



> 

-» V(M. 0 




FifJ. 11 - riuajiai BtvucUun 
ilraqsparE de ItuuJuJ i Eiavurs une 
surface, 

4. Pour das dammit* limit pH 
das surfaces Farrises, la ns-.'.'nalp 
B 5 f Id J|l?Uf 5 DSfflrtli-i) ptijil vi.imgrtl 
vB^S f-BXtflnem Jl domains fl la 

ndioMe Huk a$i i prendre 
algadriquomenl On parl^n -.Irrr 

de* floK EnHa*it »pour V > D 
at de ■ flux entrant » sourle cas 

■* ^ 

appose V if < 0. 



Les equations parjmneuiques des I i gncs dVmi&Kion relatives au point de coor- 
donnees Aft,-,, v,^ a 0 ) s’obricnnent par integration dcs equations difT&reniielks 
des irajeeioLres sous la condition qu'il cxistc un instant T pour Icquel La parti- 
cult se trouvaii au point A> soil formeElcmem : 

X = Z& ft t) 

j .V = yixpyQ'Xfr ft x) 

* = *1x^20, ft t) 



E* Flux et debits 

E. I . Flux advectif (convectif) 

Soil un element de surface dd, de Eiormsle uniraire n , centre en un point fixe 

-+ 

M d’un champ d'ec<iuiemcni ou la vitease a rinsiant test V(M. t), Si la sur- 
face n’eat pas Line portion de tube de COUrant* ftfc SI a CCt instant 

—* 4 

V(M, f) ■ u * 0, le fllli.de traverse I’clcment tie surface, fai&ant passer a LravenE 
coute propriete transportable du champ de I'ecoulemtni. On dit qu'ii exiite 
un flux advectif ou convectif' a travers 1 "element de Surface. 



OiiiniliQn ? 



On appclle flux advectif elemcntaire dQ(M, d : une emndeur acalaire 
rrarisponabie M, t) le montanl de Celle grandeur tjui pss&e par unite de 

temps a travers I'eLcmcnt de surface oriente 7jdrf du fait du transport par 

— ► 

j:.i vitesse VbM, r) de I'crcoukment, Or note ; 

dtJfM. fi = f/iM. f)ViM. f) ndff, 

Ij; vecleur M„ 1 )V( M. I ) est le vecieui density de llux tic esprimant 
le montane, de CHIC pfoprieie tra versa nt la surface P^r unite de temps et 
unite de surface. 



Definition S3 



I jj flux a travers une surface lime S d'une grandeur scalaire transportn- 

bte g(M, t) est fin U : 

QU ) ^ Jj dQ ^ Jj ^CM. OV(M. t) ndo. 



H, 2 , Debit en volume et en masse 

* Debit en volume = 1 ) : 

Qvtfl = JJ V(M, j:) ■ itdCF |m J ‘ s l ] 

* Debit en masse (g ^ p) : 

Q, M (t) = rtdo [ks ■ B" J | 

OU p(M, t) fkfi ■ m '1 est la masse volumique locale du fluide. 



- opy right ©6^1*91 






E.3. Expression en volume sur line surface fermee. 
Champ consemdf 

Si S.i represen te la surface limits fermee d h un domaine de volume V* la rela- 
tion fTO&ti-ogv&dski permci de transformer Fintegrale double de flux en 
integrale triple : 

n>*— iL div{^V>dt/ 



Definition 9 



Touk propriete transportable 1 } done It champ esc tel que div( ) = Q 
esr dhe conservative. 



Application h 



On considers un ecoulemem dont Ic champ de vitesse esrsolenoidal a tout instant, suit : Vr, divV = 0. 

1) Momrer que le debit en volume se conserve a travera mine section droiie d ! un tube de eouram. 

2) A quelle conclusion Cunduirail rhypothese : Vx 3 divtpV) =0? 

Solution 

1) Soil le domain? limits par In surface fermee S - U E U S, corre*- 
pondant a unc portion dc cube de courant. Le champ de viresse etant 

solenoids], nr a : jjj V ■ ?rdC5 = P, suit : 

j| s ? ^do + j{ s V ^da + J] V ’ ndo - 0 . 

Or sur la surta-ee laterals En le produti scalane V - w esi nut par propricTC (rube dc courant). Amsi l 

- i, 7 " do > 

qui exprime que le debit en volume de fluids entrant par la section S^est egal a celui sonant par la 
section S, , 

Cefcl y u nfer a • le taser'i (hydrauliqui! du I'eau cirtula ■■ en charge " dans des tuy-aux au saccule en tnauvernenls 

« suria sc litre dans d e s tanaux [ stanches 1 1 

■+ 

2) Dans le eas ou div(pV) - On c'esi le debit en masse qui se conserve. 

Otis s tuition correspond Bn pratique au ess do gar orculunl Bn eon Suites. 






1. Dr nmira que I an man-pula 
t er un VBCtBor. donetrais 
eemposafitas fl , B*prflss<ons 
respectim sn tapirs cortBsie-n 
onhanerme 

x: (pU)V ii do 

y- JJ (pV)V- Pdo 

r; JJ tP w ) v Star 



E.4. Extension vecturielle 

La propricte transportable soumise a flux peut ctrc de nature vgcioriclle 
(quantile de mouvetnent), On paricra ators, par example, de flux de quantite 
de iriDuveinent a travers- la surface 5, en reference a 1'inE.egrale : 

= |J (p V)V ■ n do, 

cn ayant hien wiin de distinguer le double role que goue la vibesse, (j) grandeur 
iransportee dans (pV) et (b) agent du transport responsable du dux dans V ■ n . 



Chapitr* 3 ; Ovltla da description do* motivumoints do flyitln* 
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Cupy i iyi ii.L.:u i ; i aiui ial 







I Dans le ccii*ri,cn se slacera, 
hD' dfljU".. dDrs un rapa*B 
canfis er cnhar arne 

2. Op parla afcc-p da dsri«tp 
■HtriaUf 



3 Las prnpri&les maHa^naUquas 
rsquises pour I>kisi pn np dp cnee 
dilie refii. ?ne sant supplies 
yeriFtess. 

A Las eumposantas du vacteur 
gra-dien! an ra-para Canadian 
-arnonofirs sont : 

it 

5i 

it 

gratif 5y 
it 

rj/ 




t arnculaira MM' ac non 
particulaiffl MM" 



F. Derivation particulaire 
d'une fonction scalaire 

l\. I P Expression vectorielle 

Soit / t.X> >*3. Tj, i} une fanctian scalaire des coordunnees d’Eliler . Sa valeur 8LL 
point KU.x, y, z) et a i'instanl t esl pur definition lice a la particulc tluidc qui 
sc trouve ert oe point a cet instant 

D/ 

Ijc probleme csl d’esprimer La derivee purlieu liiiro de/(M+ 0> HDtIM “* 

fonction LtCC> par definitions a la variation prise en suivant le depiacemeiU de 
la meme parricuie au coups du temps. 

1,3 difFerentielle de La fonction. f{x,y, z t i) s’ecrit : 



d/= I dIt I dJ ' + lf di!+ 5f d '- 



soit encore en inlroduisant It VfCLeur gradient r 



Ma 



d 1/ = ^df +■ gradf ■ dM , 
of 



Dsns cctte expression dM = MM' denote le VtCttttT de eompOMUttes Lb:, djy, 
d*. Pour pujuvoir etre representatif de La variation purriculaire ,, le deplacement 
du point M doit etre assujetri a celui de la partieule fluide qui se trouve en ce 
point a 1 instant r, ce qui revient a iitlpOser : 

MM' = Vdf, 

— i 

ou V represente le vecieur vitesse au point M a I'instmt f (fig I 2], D'oii le 
resuitat : 



Prapriele 2 



La derivation particulaire d'une fonction scalaire sc compose de dieux. 
■contributions additives : 



Df dt 



+■ V - grad /♦ 



avec ^ variation instaboniiaire et V - grad / variation advective, Lice ail 
Si 

transport dans le deplaccment de la parficule fluidc. 



^ On uti ae la ncia'iur c. p 0ur 
Dt 

distij jfti ladenvacon panicUairE, 
A vsr>aDon lifit t la viessa. da U 

i.l^rrb'Btdii L'jlalu 

c- Dss-qu ? a vanaliw 
Gf 

mielranqiii!. 

Let deux optralaur? vbeiucni 
bitn e* idafninaftt aux irames 
rigtf *. mnlh nrr.ntiqucs. 

fi Puiir la ramp4faiura i T l, on 
P r rlf alors da eueuavCien 



F.2. Expression deveioppee en repere cartesien 
orthonorrae 

Dans un tel rtpere : 

E/ = ^ +u |^ + v^ + wii. 

Df of or d>' at 

La mise en evidence de La variation advcctivc est illu&fcr&e eil figure ] i> eft pre- 
nant pour function scalaire la tempera Luff . 

En ecoulcment monodirnensionne] avec T = T(xj l) et U =■ U(sj f)> la derives 
particulaiff df temperature se redult a : 

DT dT , 






Remarque : 

Si les functions U eiT sont constantes dans le temps, on doit se garder de 
conclure que la derives parti culture de temperature est mtlle h putsque : 



DT _ ,,ST = 
Dr ” t)jr 




*0. 



G. Derivation particulaire d'un vecteur 



Fig. 13 - v&fN&wn mjveenws 
4 c*ci!iwu ::trh-e"i de i aihpfrraturs e-i 
ECGulamens 3 vnasse rl 
lernpe : ^itui e consiantea dans la 
tinwa. 




Fig. 14 - Schema ob dariviban 

pnrdculiuii; tfimn Jufiqliun 
vecicf-elk 



Gil, Vecteur quelconque 

-i 

Suit A{x r y r c, r) une function vrCfcorieUe den variables iTEuler, de compo&antes 
A^.v, _y, a„ t ) j A „(jc, _y, a, l ) , A , ( .v, y, z, f) dans un repCre ciTlttatn orihononne. 

Le problem? (lii:. 14) est d’exprimer La derive? particulaire de A, no tee 

]-)A 

— , function vectorielle liee a une variation prise en suivant le deplacement 
de 3a mime particule uu tours du temps. 

La solution s K obtient en appliquant a chaque tampohante l.i formule de deri- 
vation particulaire d*une function scalaire, soil : 



DA^ D A,* 



DA E -» 



aveC 




G.2. Acceleration particulaire 




Uu) 

9 — 9 — - ■ 




± jc+ djr 



Fig. 15 - AcCelArslKm Art 
■r4gim« pormananriditi.l 
vfiluil'iCiLB t Or’ifiL-Sin 0 SiVi IB 
H-mpsh Osns cal 
; accble^ac an neat pa s nulla en 
iai$0rt du 1«mit' il' mlvun I iciii, qu • 
vautki, a vac U = UCx) : 



ou n-kM au ..HU 
— k 0 * U^- iUr- 
0( J# 



Appliquees au vecteur vitesse, les relations pr^oklentes foumisseni pour com- 
pci&anics de ]' acceleration en variables, d' Euler dans un rcperc cartesien 
nrtbonorme : 




En tant que denvee particulaire de la vitesse, I'accclcration cumprend one 
contribution instationnaire, null? en regime permanent, et one contribution 
advectlvc nu de transport ii g . 1 ^), 

Un verifiers aisement a panir dca relations precedents que ^acceleration 
peut encore sc mettre sous la forme vccturiclle suivante : 



*+j 
oil V 




designe le oarre scalairc du vecteur vitesse. 



Chapin e 3 Ckri'la de description das mauvementE da Huidas 



■ •, i iyl i ujl! i iid'ui id I 







Application 6 



Sait I kcoukmcnt dam k champ dc vitcesc en variables d' Euler (x* v„ z, r) a pour composanLcs dans 
un repere cartesien orthonormc : 



U = 



2rx 

1+i 2 ’ 



V = W x 0. 



1) Bstprimer lea coniposantes de ^acceleration en variables d’Buler. 

2) Comparer le resultat avec celui obtetm dans I 1 application 2. 
Solution 



1) La forniule de Facceleraiion pariiculatre momre que ce vecte-ur se r£duit id a sa seule 
comp os a me F^t avee ; 



DU 

Dt 



dl 






i soil ; f, = 2x 



(I + j 5 )- 2 t 3 
(I + f 2 ) 3 



4?tr J 

(l+r*) 2 



2x 

i * t ! 



2 ) Le resultat obtenu directement id est bien identique a celui deduit de la derivation en variables 
de Lagrange en identifiani, dans Cette application, Da parti l uIl - fluids a Cdlc se trouvanl an point tie 
eoordonnees [r, y, z) a ^instant t. 



H. Derivation particulaire d'un volume 




ILL Le probleme 

Ort designe par D(t) Urt domaine materiel de flui.de In. I n dont chaque point 

N de la surface Dimite Ett) se deplace a la vilesse V(N, f) de Pecoulement en 
« point a chsquc instant- On pose ; 

}{i) = fff drdyd^fff dt. 



Fig. 16 - 00(njtf*rri*iirmtle 
fluids dans le use general. 



Le probleme eat d’estprimer derivation particulaire du volume du 

domaine Di r), lice, par definition, a une variation prise en suivantle displacement 
du domain e au Coin's du temps. 

Nous allnns resoudre cc probleme cn cansideraut saiCCtHivcmmt different^ 
types de dom.uin.es. 




Fig. IT - Tranch-E tlimentaire 

fijfen dnnln Yemeni 

iinidireciiooikfil juivaflt *. 



H + 2 + Pave infinitesimal ID 

On considcrc un domaine redun, dans un rcpcrc otthonormc, a un pave 
d L epaisseur intlnitesimalii ou * tranche * Sue, dans La direction x de son dcpla- 
eement lit; I . Son volume a 1 'instant i t note j^r), vaut : 

J a (f) = S.xfcj 

oil S.. designe Faire commune, cunHlanLe, de toute section droit e. 
L’epaisseur Sr, alignee avec I’ase des r, fit variable dans Le temps. La transla- 
tion suivant des faces A et B se faisant a des vitesses uniformes sur cha- 
que section,, mais difte rentes d’une section a I 1 autre. 

Bn design ant par Sr" la nouvelk epalsseur du domaine DO + dr) limits par Des 
deux sections droLtes A r et R" a l'instant r +■ dt> le volume i r + dt devsent : 

J iI (r + dr) = S,x fijr'. 



>py righted 
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Le suivi des deux domainra D(f) et D(r + dr) perm ci de degager trois spaces : 

- A c , espace * commun * en intersection des deux domainet aux instants t cl 
r+ dr, compris entre les sections A' et B ; 

- A"* espace ■ perdu r par le domaine D(r)j compris entre les sections A et AS 
degageant le volume : 

A- = $A x A'“ x A) di = S K U A dfi 

- A + , espace * gagne ■ par le domaine D{r + dr>j compris entre les sections B 
et BS balayant le volume ; 

A* = S a {x B --jE B )dr = S r U B dr. 

Le volume eiant une grandeur extensive : 

j x {t) = A’ + A^ el J x (f + df> S A 6 + A*j 

de Hiirtc que : 

dj,tf) = L(r + df)-| # (.f) = A 4 - -A = S x (U B -U A )dr, 

La proxsnuie cits sections A et B permec de limiter au premier ordre 
(5* - djr| le devcloppcment de Taylor de la difference U B - U A , soit : 

U H ~U A = ^ 7 ^ 5 ** d'ou : dljtt) - S^ 5 xdr. 



Le caleul ayam ete fait en suivanl le domaine* ce result at esc done hien ceJui 
d r une variation particulaire, et nous ecrirons en consequence : 

dwo „ au H 



Dt 



■ s *£ 5x * 



Sous les memos conditions, pour dcs dcplacemcnis suivant ^ et 7 Z dc paves 
dkpaisseur elemenLaire scion ces axes respecttfs, on aumi : 



DJ 71 ) 

Dt 




fiy et 



Dr 




H.3. Pave infinitesimal 3D 

Nous ccmsiderons a present un domain e elemenLaire eubique l { eh de volume 
elements ire 5t-(rl = 5*S_v5i + dont chaquc facette se deplace, dans la direc- 
tion dc sa normalc, a une vitesse colincaire a ccllc-o. 



Theci-ema 2 



"J 

Hit tout point du champ d un ecoulementde vkesse V, k umx de variation 
par unite dc temps du ™iumr clcmcntairc d’une panicule tluidc 
que L f on suit dans son raouvement est donne par la divergence du champ dc 
vjttSSC I 



&v(f) Dr 



= divV 



[» J ] 



Demonstration : 

Par application dcs relations cn dcpla cement umdirecuonnel, on a 



- suivant e x l S y 



Syfir, d'ou 



DJ^i) 3U 



Dj 






Ey&rSx j 



, -* , * , v , Dyf) av* s 

- suivant e y 1 - Oxtie, d ou r — - — QrAroy j 



-» 

■= suivant e 



* r j e „ . . QUD - s 

, : S, — oxojr'j d ou : — — — — — cucoyoa. 



CLiapitre 3 : Oulik dp d^piripl inn ^rs n>m^m;n(| dc Fluidw 



i"l u i "l t C u i"il atC'i'i til 
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Fii|. 18 - Psv*tf6MW8iefifinH! 
flar He sensde son cec acenen 
umdxtaionntr 



Au [oral, la variation de volume clecncorairc vaut, en posaru dt?(r] = J(r): 
DJ(r> _ D M0 P)/0 DJ s <0 
Dr ” Df + Dc + Dt 

fd u av awv a R j. 3 . 

■ (s7 + a? * 17 J Sl5>s * * dwV 

H.4. Pave fini en mouvcmcnt unidirection n el (ID) 

On revisit a La situation H.2.* en particuluisimt (fig 18’ le domalne D(t) a 
un pave d'axc limits a 1 "instant x, par deux seel ions droites en A et R dis- 

tantes d"unc longueur finic f(t). Son volume cat : 

J,(f) = 

ou S x designe Tattc commune, constants, de toute section droit e. La longueur 
f(f), atigree avec l'axe denr, e&t variable dans le temps, lea faces A et R se tiansta- 

tant suivant e x , a des vitesses difFerentes V ( x A , x) — U*** et V x) = t x . 

A L'msiaru r + dt, le volume devient : 

J^(r Hh dr> - S T s< t'(i + dr> 

et correspond an domame D(r + dx) LLmite par tes deux sections drones A J ei 
B'j distantes de F(x + dr), 

Par une analyse du suivi du domaine analogue a celle utihsee en H.2., on a i 
dUi) = Jj(l+df)-J,(*> = A + -A~ = S,{U B -U A )dr. 

Ln design am par rt le vecteur unit lire de La normals a La surface limnaiu le 
domaine D(r), dirige vers 1'extmeur, onaboulil a : 




H.i, Generalisation : pave fini en deplacement 
tridirecti onnel (3D) 



La derivation parti culture du volume d'un domame dcfluide Dir) est 
cgjlc au monrant algebriquc de l'espace balaye par le deplacement de sa 



surface limite S(x) a la Vitesse locale du fluide V| N„ [) : 



Efilff Av = JJ v 



5 '1 



Demonstration* : 

Nous nuus limileruns a etablir ce results en prenant pour domaine un paralle- 
(epipede rectangle dont on decompose le deplacemcnt a partir de translations 
deux a deux de scs faces parattclcs, Ainsi, pour les deux sections drones S,. 

{normale e , j, la variation de volume vaut, d"upres le resultat precedent i 



DJ^f) 

Df 



= }/ s V.Jdc 



et de meme pour leu deux sections droites S = (normale e ± ) : 

DJ 2 (0 rr ^ 



W-ttS-**' 



TJ 



mqhfe 





Fi;g. t‘9 - Voluntas d6gag£$ 
da ns Farulvse du su w du 
d^pljtenur*) fl'un foinsini 
mat* rial 




fig , ZD ■ Ewlinbun des 
volumes a untie* buf. fisfia ;e s 
ba Ibv^s f sr la franliere du 
donums ati tours ce son 
de-pl 3 C srr snl. 



Le volume ciant une grandeur extensive:, 111 variation Locale dr volume du 
domainc D(t) s’cxpritne done par : 

DJ«) _ nj,(rt _ DJ,(<) DJ,<<) rf 3 

“5i Df or “ ~dT = JJ S . S ,. S , V ” <IO ‘ 



oil il cat evident que la surface + S, n’e&t autre que la surface 5(>) limi- 

rant k domainc a L’instant i. 



- Interpretation physique sur un domain? quclcunquc 

L'interpretation physique du resultat precedent sur un domainc materiel 
quclconquc (fig I"}' peut s'enuisager en considers ni qu'a ] 'instant f, la sur- 
face limitc S(f) englobe un volume A - + AL La surface limite Sft* df) du 
memc domainc materiel a rinitant t + dr englobe le volume A* + A* . 

A 4 esf Le volume commun aux deux domaines aux instants t et c + df. La sur- 
face limite a 1 instant r peut etre decomposer en deux parties additives 
Si/) - A(r) + B(r). Ij premiere correspond a la zone qui va * degager » un 
espace * perdu » (A ), la seconds a cede qui via * capture? * un cspace ■> gagne * 
(A h ) an corns du deplacement du durnainc. 

La variation de volume A* + A - peut a Lots ae mesurer ulgebriqui-ment a 
partir de b vitessc de dcplaccmcnc dcs surfaces A(i) et B{/), Comme l’illustre 
Se schema (tig. 20 * on rohtient par sommation des volumes elecnencaires 

■+ -i 

dv = (Vdr) > «d<r sur La surface totale du domainc balaye* a condition de 
toufours oiienter positivement la normalc uni fair c vers I’exterieur du 
domains, 



1. Derivation particuleire d'une integrale 
de volume* 



1 On nornr-a ant dansoe 
problems,, to temps ncradmE 

pi? v^rulign | 1* Fgi* rip I* 
borne d irie grat or bc du Facieur 

a 'iiti':giur. 



Ll. Le probleme 

Soit/txj^j z t r) la valcur au point MtxyjJv ei a S’ instant t d'une grandeur 
scalaire extensive quekunquei dent le montant sur un domainc materiel fini 
de fluide D(i) vaut ; 

F(0 = [[[ /(*>}> z. r)du, 

J Dj H 

ll nous faut exprimer la derivee parti Cuiaire 1 de cette grandeur integrale 
en suivant la variation de sa home d H integration D(t) au cours du temps . 



L 2 - Gas d*ime integrale sur le volume partie ulaire 



ttmurL-rni! 4 



La derivation panic ulaire d h une integrale prise sur Le volume elemen- 
Liire 5t? d’une particule fluide a pour expression : 

■ §?•/-» ■ 

ou V csr La vitessc locale du fluide. 

Demonstration ; 

Lorsque le domainc d’integration cst celui de la particule iluide e(r) . de 
volume on a : 

F c f r) = f [[ f(x,y, x, t )d v = f{ x, y, t, t) x &p( r) . 



Chapiire 3 : Ckaila da description de& mcwrBmenu da Fluides 



S8 






1. CeHe generBl'S-atkin se'-= 
3 -dnrnS* NCi sms 



J Or pjrie «n core ds res -ng 
parma neni ou siBtinnnaire 



AitlS^ avec les regies usuelles de culcul dillerenliel t 

soils compre renu dc Texprcssion anfrricure de La derivation parliculuire de 
volume elements ire : 

= &v( 0 ^/divV 5 v(i) = ( 2 f + /divvj 5 tn(l). 



1 . 3 , Integrate sur un volume fini qudconqut + 

Le resuhat precedent se generalise a one function F(r) definie par one inte- 
grate sur 14 n volume fini de fluide qur Ton suit dans son mouvcmenl, Aimi la 
derives 1 pardculairc du montant d'une grandeur extensive Sur le volume d'un 
dornainr fmi de fluide D(t] eit donnee par 1 





L 


'^ 4 /divV)dt. = . 


QL 


^ +div(/V)jdp 



J. Classes particulieres d'ecoulements 

Des classes pa rtiru Litres de mouvcmenls de fluides ptuvent cine introduites 
Unique certaines proprietes du fluide et/ou du champ de t’ecoiilement, 
notamment cinematiques, sent veri flees. 



j . 1 . Mouvement permanent (stationnaire) 



Definition ID 



Un mouvement pour lequel tOute function du champ de ] r ecoulemcni, 
esprim.ee en variables tLTIukr, esi in depend mite du Temps, est quaiific de 
permanent no sfudonnaire [dans le temps) : 

9 

mouvement permanent » r/{M. 1 1 =0 
pour tome fonciioii scalaire et vectorielLe dcs variables d'Eylcr/fM* i). 



j * 2 * Mouvement sole noidal et evolution iso volume 



Definition 11 



Tout mouvement dont le champ dc vitesse a chaquc instant cst a diver- 
gence nullc esi du solenoidnl : 

— ► 

mouvement solenoids! »dJvV - Or 



Nous a vo ns vu que la variation paniculaire tfun. element de volume dt? 
s’exprirnc par ? 



L 

Sti(f) 



x 



DISrtOI . div - 

Dt 



ALnst, en mouvement solenoidal, toute particute de fluide wit son domains 
limitc e(r) changer de position* forme et orientation, mais conserver son 
volume Sv. On parie done d’evolution isovolume. 



€c ufi 









Corolla-ihe 1 



To-Lit mouvement sotenoidal correspond a tine evolution isovolumc : 

— + 

evolution Iso volume « divV - 0. 



Hu verm du theoreme dTOstrogradafcu sur mi dotnaine fini quelconqne CD) 
limite par une surface fernrtce (Si, on a pour tout mouvement aolcnoidal : 




■m 



, r* 

divV du 



0. 



C&foltaiie 2 



Eiu mouvement solenoidal, Le debit volumiquc est nul, a tout instant* a 
in vers toute surface fermee du champ de l^nultimm. 




Fig. 21 - CiracterB rslalmnnei 
'.m nond'ufi SemulflmantpfiraneiB 
da ftjidewaqucux. Lain da !a pirat, 
la chimp da «ifis$e «i urnfarma tt 
recoul^memtBstrecbUgniEi at 
inpl+fomifll M A prtjjmirt d* 1» 
pa roi, la wscasite impose- un 
gradient d? vitasia sumarq yqgi 
eenfftre un estate reiaiiefln*! k 
racaiftfimm dins catia rana 16:. 
nudiistf pqurCinl ricnligna I 



1 . tn regime permanent par 

anHapleJacoitdiliqn ^ = o sc 

redm simp smelt a V g r BGp =0 

iVji autariSB das v &- ihona c a 
rnassavaluniiquB orihiq.or,jle -ng nt 
aux lignas da cai/ant. C est ta cib 
u ps a saulanenig d is nraliheE », 

Kill m 




Fig, 22 ■ Vinaiign damiHi 
volume a? an ecoulemeM 
irttom^irHjibtf pgritiang-nt 
straiiFii. 



J,3, Mouvement irrotationnel 



Oofinition 12 



Tout motive-men t dont le champ de vitesse a chaque instant esl a rota* 
tionnel nul e&t dit irrUtEilionnd t 

— * -* + 

mouvement izruiiiiionnul <=> rot V = 0 . 



Interpretation physique : Le rota tiu-nnel, double du vecteur tuurbillun, cst 
une prupriete locale du mouvement qii caracierise le fait que chaque parti- 
cule fluide se deplace sur sa irajectoire ett toumant s-ur elle-meme (motive- 
ment a caraacrc rotationneL) ou sans tourner sur ellc-mcme (caraciere 
irrotationnel). Ce caractcrc cst done totalcment disjoint dc failure (rcctiligne 
ou circulate nct&Eitmcnt) dcs trajcctoircs ou liptes dc courant 1 (ftp. 21}. 

J.4* Ecoulement (mouvement) incompressible 



Di "1 n:!,nn 13 



Un ecoulement Cmouvement) cst dit incninpi'essible si In masse volurniquc 
dc tonic particule do fluide nc varie pas an cours dc son depliaecment : 

motive men t incompressible *' - 0. 

Remarque ; 

Lc c&racccrc incompressible du mouvement re signitk pas que la masse vohi- 
naique du fluide soit constante (uniftmic) dans tout lc champ , Lcs ecoule- 
ments stratifies dans ratmosphere- ct lea oceans correspondent a des 
ratmvcmmti, dans des plans horizontaux a ca racLere incompressible, de cou- 
ches do lluidcs a masse volurniquc variable suivant la vcrticalc (fig, 22). 

J,5, Fluide incompressible 



□ elimLiori 14 



(Jo fluide dont le coefficient dc comprcssibilite isentro pique cst nul est 
dit incompressible. II en resulle immedialetnent que la masse volumiquc 
d 7 utii tel milieu esc consrame ct que la celerite du son y cst intinic : 
fluide incompressible »J S = Q, 



CliJipiLrc 3 : OuEilK (h: iji!s>i:ri|il Ion dc£ muuvK-mi! nl!i d« riuicEKS, 



SO 








L'essentiel 



</ Variables de La era nee* variables d’ Euler 

" Lc tempi courant l el It;- totftJynntw reperaru la position F,-, de loutc 
particule fluide a un ins tarn i 0 constituent l« variables de t-agrange, 
soil i|j. r) CE5 repere caneri-en, La valeur locale d’une fnnetiun 

des variables de L.agrange est irsujuurs Lice a la mimt partieule fluide. 

' Le temps courant r et Ik coordonneo reperant la position M dc tout 
point du -champ dc Fccoulcment constituent Its variables d 1 Euler, soil 
(x, y, a, t) en repert cartcsien. La valeur locale d’une function deS varia- 
bles d'Euler est lies a diflerenles parlicules fluides, 



/ Rotation et deformation 

A un instant fixe quelconque, la variation spa dale dc vitcssc entre deux 
points voisins du champ de I’ecouLemenfc s’esprimepar : 



V(AV) = + aMM' + D{MJ. 

lx pseudo- vcctcur tourbillon £l - [roiV carycteris-c la ni tat ion ms- 

tantaneede la panjculc fluide ct Ic vcctcur D(M) ses deform aiinns. 

/ Elements de ciiiemiiciqiie 

* Trajectolre : Lieu geome Clique des positions successive d une pamculc 
fluide Lid tours du temps : 

dOM 



df 



= V ( M, t), 



Ligne de courant : Courbc dont la langmtc, a un instant donne, est en 
tout point colineatre a la vitesse de 1 'ecoulemenl : 

to fixe, dMAV(M,*) = 0, 



/ Flux: iradveaiun ct debits 

■ Par definition ; Qf t) = JJ rj-lM. #|V{M, t) wdtj 

■4 ^ 

OU V(M. r) (Sf h vitesse locale dc ] F ecou]einent sur I’elcment de surface 

-i 7* 

oriente n dcr et r) le vecteur densite de flux de proprtete 

sealaire Q(fK avec pour dimension [fl] = | Q ] X m ' 2 s' 1 . 

Debit volumique [in 1 ■ s 'j : $ = 1 Debit tnassique (kg - s~ ] ] : if - p. 



/ Dcrivutuin purticuluire 

* La derivutioti partkulaire fait reference a des variations dc fonctions dcs 
variables d’ Ruler* liees a unc mime particulc fluide ct/ou a un mime 
domaine de Fecoulement que Ton suit dans leurs depkeements respcolifs. 



* Fonttion scalairc : 



* Fonttion vettoriellc ; 



’ Cas dc racceleration 



- dt 



Dc 



grid/. 



DA 

dr 

DV 

dt 



DA X 

D / I + 



DA 



■ 

Dc v 
-*3 



DA, -j, 
Dj **' 



3V — ►rv \ — ■* 
+ grad; yj + rotV a V 




Volume elementuire - 



- ^ j — - - divV x StKO- 



* Integrate particuSalre ; - ^^+/divV J$Tii(r)r 

• ,B "® rale fink : £, ilf D ,/ dti = lJ] D( „(§{ +/di ''' ? h' 



/ OaSs^s purlieu! it-reS de rrtou vemeiHs tie Unities 

■ Mouveuirnt pcnniinem ou stutionnidre dans k temps : 

^ = 0 pour touts function sc-alaire on veaoridLe en variables JTuIer. 

1 Mouvcmcnt solenoids! uu evolution isovolume : 

divV = 0 S avee V vitesse dc I’ccouLcmcnt cn variables d^Euler, 

* Mouvcmcnt JrrotationncL :: 

— H -* + 

rot V * 2 iJ = 0 . 

Lc vccteur tourbiJJon cst identiquemeot nul dans Lout le champ a Lout instant. 

* Bcoulcmcnt OU mouvcmcnt incompressible : 

15 ? = “ 



(au sens dc la derivation partied Luire de la masse voluriique en variables d’ Euler) 
* Fluide incompressible : 

Is “ 0, 

La masse votunuque est unc propricrc physique constant? du milieu. 



Mise en oeuvre 



Methods m* 1 



Comment passer de la vitesse en variables de Lagrange a la vitesse 
en variables d’Euler ? 

Le champ de vitesse d r un ecouJement, dans un referentiel cEtmne* esc eonnu sous la forme d'une 
-44 _ ^ 

ton ns ion vectcndle Vt ( r a T i) } ou r a repere la position dc tnutc particulc fluide a un instant don no 

—^4 4 

(vitesse lagrangiennc). II s’afiit d’en deduirc la sites sc cn variables d’Eulcr V fr , t), ou r rrpere La 
position d 3 un point quelconque du champ do recoulement. 

-* Savoir faire 

p^ ! — — —— —— — '— 3 — — — — — — 

ft Identifier la par [joule qui se trouve au point d^observaiion culericn r a l 1 instant 4 par into- 1 

graiion de La vitesse Lagrangienne entre ] h insLant de marquage et i’instant courunL Funnel- J 

1 lenient^ ecla revient a determiner la relation r (0 = /(r 0 , 1). j 

& Utiliser cette relation pour substituer dans ^expression de la vitesse Lagrangienne k-s coon- ( 
donnees de r. u en function de cellos de r, et uboulir ii La vitesse en variables d'Euler ) 

[ vi{r t t> = v^[/-‘(?.0l. ! 




srial 



ChflpilfB 3 Oulilii de :!'«■* r. :>l lari dies tim.ivi: : writ* de 'luidts 





*+ Application 

Lc champ dc vitesse d'un ceouJcment dans un repere orLhgnDrmc cartfeiicn ii pouf cumposarties en 
variables de Lagrange : 

-scion e*: U L (jf^y Ol # 0 , 0 = ** L i c * r ; 

-scion e y \ V L (* 0ll y 0 ,* pi f) = - fev p e Ai ; 

- seloti t T : W L (ar 0t y On = 0* 

oli f cat ]e temps, (jq, ._y LM le$ coord o in nees de la particule a 1 ’instant r = 0 et k un reel non mu I 

homogene a 1 'inverse d’un temps bsp rimer lea composantcs U> V, W du champ de vitesse de cet 
ecoulemcnt en fonccion des variahlcs d'Euler £jc, y, s. t] . 



Solution 



O II faur cn premier lieu identifier la parricide qui va se irauver au point d’ observation eulerien 
(x,. v, 3) a I 1 instant i„ parrm J ; ensemble des- parliculfiS marquees a I'instanL i - 0, 

Par definition de la viie&se lagranipenne : Uj. = V L = ^ erW, = de sorte que, dans 

Le plan a = £}, la pvticiiie qui, partant dc h position a L’insiani l = 0 T atteindra Ijk posi- 

tion (x, y) a l’instant tj eat celle pout laquelle : 

■sf a ! 

jt- jf 0 = A^e^dt et y - >' L i = - fc> 0 c* T dT d soit : x = %c* [ et y - y ( 



0 Far substitution dans les expressions dcs eomposantes dc vitesse Lagrungiennc U t ct V L , on 
obtient : 



U - **, V = - tty ct W — 0- 



Methods n* 2 



Comment determiner les trajectoires a partir du champ de vitesse 
lagrangien ? 

— * "+ ». -> , 

On dispose de regression locale de la vircssc lagrangiemnc V, i), qu r Q repere la position de 

la particule fluids a un instant donne, II s^agit dc determiner I’ expression du vecteur r{r) reperant 
la position dc ccttc memc particule a un instant quelconque. 

Hi Savoir fake 

fW— -i— — P-W — — — W> — — — — 

I <r Integrer lVxpretsiun de la vitesse Ingram gienne en composantes, ftltife Finstant in i Li-al I 
J ’identifies tioti de la posi tion de la particule et rinstant cou ra tu- On d isposc a tors des cqua- ! 



cions parametriques dc la Lrajecrotrc. 

j 9 fetiminer le parametre i conduit aux equations cartejiennes, \ 

i— «• — — _ _ — — — — — — — — — — — — — — — — — j: 



-* Application 

Le plan etam rappone a un repere eartesieft orthonorme, on eonsidecc rccoulemcnf done la vitesse 
en variables de Lagrange {x Ql _% t) a pour composantcs ; 

U 3 = -jr lj (usin{a}t) et V L = jf 0 tocos(tMt'L 

ou ui design e un paratneLre dimensiomte nun nul et r le temps. LVlenniner Fequalion de la irajec- 
toife de la particule qui 3 a rinstani r - 0, occupe la position 0). 



i tyi ] un 





Solution 

O Pur integration du ubam.p de viteSse liigrangien, LI viiilEj SOus Lj Condition initials imposes : 



x~x Q - f UjTjdt et y - 0 = -[ Vj(f>dT, 

On obtieni done : x - aCflCos-LtoO ei y == >* 0 siTi 
La Lrajectoire est done le oerdo centre a rorigine, de rayon [x^| . 




On f econnsiT id dire Clemens I'equan &n dam cerde 



Methods n J 3 



Comment determiner les trajectoires k partir du champ de vitesse 
euJerien ? 

i i ■ a i a , 

On depose de ^expression Locale de La viicssc culcricnnc V ( x. r). 1] s' agist dc determiner Pcxpncs- 
sion du uecteur r(r) reperam La position d^une panicwle donnee au coura du temps. 



-+ S avoir fairs 






l» Cs chIcu' r'Esl |i Dssibl k que s I'^cauleniunt est patirianent, pour -i-quel JrajScSG tee frt ligntiS de c Durant 
SMSconlandiitis. 



P Verifier que t'ccoulemcnt est station naire dans Ic temps (permanent). 
f> Determiner Liquation des iignes decourant par la condition : 

dM a V(M, i) = 0 . 

___________ 



-* Application 

Le plan eiam rapportc a on repert cartcsien erthonorme, on considers L'eenulemem dont la vitesse 
en variables d 'Euler ( jt, j?, t) a pour eomposuntesi : 

U = toy et V = - |Bff, 

OU 09 dc&Lgneun parametre dimcn&ionne non nul ct rlc temps. Determiner I’cquation de la trajec- 
toirc dc la particulc qui passe park point (jt D , A)u 

Solution 

O On veritiebicn que Lc champ de vitessc est ecLyi d’un ceoulement permanent : 

au 5v n 

St - St - U ’ 

0 Lc caleul dcs tra re etui res sc ramene done a celui des Lignes dc uourant* d 'equation diflerentielk ; 

= ^jr pour UV *0 S 

ee qui conduit id a : 

coxdjr + toydy = 0, soil : x 1 +y l - jrjj pour La courbe passante par t> Ql 0). 

Or retrnyve un cende centre d t'origine et de myOn 1^1 . 



tftnjjiEm 3 . GuiMa iiu dtscopcion des mouvem&nrs cfe lluisfea 





Methods n° 4 



Comment e viler les principaux « pi egos » ? 

-fr Savoi r faire 

— — — m m m m t- m ^ <m ** m* m — — — — -*** »**-*■» — — * 

1 U Pour decider si un ectiulemen t eftt permanent, nc pas- utilizer les expressions en variables- de 1 

l , d < . 1 

l Lagrange 1 Verifier la condition — -= 0 sur des fonctions des variables d 1 Euler exclusive- ( 

mem, 

I 0 Pour decider si un ecouiement est imuaiiotitid, ne pas se tier aux hgnes de enuran L ! T nujuurx 

l caJculer Ee vecteur loarbJUon en fonction des variables d 1 Euler. I 

Ir tM SB iB H w ■■> H ■» H -S* BB -fiS SSk mm BA -mm Urn wmm -fifii HI -mm fiS- mm Bflk h mi aB K w ifii AS HI -Hi Bi 49 Hi! & Bfc « J 

-» Application T 

5 J position de parhcules fluides dans un repine cartcsien orth<m<>rme e^t ddinic par 

* 0 ) = i 0 c* r , _y(r) = y B e J ' ct z{t) = z at 

ou r (feigne It temps ct & un pars metre dimcnsionnc non no]- S’?g»t-d d’«n ecoulement permanent ? 



Solution 

a Par derivation par rapport au temps du vecteur position, on obtient : 

“ - kx e* r et - -kv e‘* r 
di “ 0 df “ 3 " ' 

II s'agir de La vitesse de Pecoulement tn variables dc I_agra«ffc f r jj d , £)> elk est fonetion du 
temps. Pour aulant, on ne p-eut en deduire que ]e mouvement est instationnaire. Pour decider de 
Ce point, expri mucus Ea Vitesse en variables d 1 Euler i.v, v , J), suit : 

U = h « V = -Ay. 

On peut alors condurc que i'ecoulemcnr cat stationnaire on permanent. 

Application 2 

h* — t 

On considers i'eeoukment ayant pour champ de vitessc en variables d'Euler V \ x, y, z, i) — U (y)e, 
dans un repere cartesaen orthuriorme, 

Momrtt que Lets- lignes de cuuniiH sent dcs. droites paratlcks. S'ugildl d'un ecoulement irrola [ionite! ? 



Solution 



f* Le mouvement esc manit'e&ccmem permanent et la vitcs&e parallcle a en tout point du champ. 
On pourrait ctre tenic de condunc qu'il s‘agit d'ttn ceoulcment Lrrotationne] , Le vecteur tour- 
biLEon vaut id : 



# = |rotV 



3 dU -> 
2 Jv Cr ’ 



II ne S^artnule que dans ie cas ou U{3') = TJ r . ^ cte, En dehors de ce cas, les parti rules sc 
deplacent s>ur des droites paruSleles... ana is en toumam sur eiles-memes, ce qui est la caractemti- 
que d’un mouvement rotationnel 








Niveau 1 



Ex, 1 Van ah I cs d' Euler at da lag range 

Dans un Tepkre cartisien orthonormi, on nunsLdire 
I'eccukntcnt bidimensionntl defini, en variables de 
Lagrange, pur : 

l I 

r ■ jr e e T , .y s * et t - 0, 

oil jr a> _v p soni deux constantes hnmogcncs a unc 
longueur ei i uti pmmfac temp-orel, 

1) Exprimer ks compoumes de la. vIicsk et de 
I' acceleration en variables de I-agrange. 

I) Exprimer leg Gompusantrs de la vjlcssc et de 
raeceleiaiion en variables d'F.uler. 



3) L'evuulemenl esl-il permanent fstationnaire dans 
1( temps) ? 

4) L’euoluiion est-elle isovolume ? 



Ex, 2 Tr a jec to ire et l i sue de coura n\ 

Dans un reper-c cartesien ortbonomk, on considere 
r&oukment bidtmensitmnel difinb en variables de 
Lagrange, par ; 

i I 

x ~ x 0 f, y = y a c T ct s =■ O t 

oil Xp,, _Vn sent deux constantes homogcnes a une 
Longueur et i un parametre tempcrd, 

1) Determiner k$ imjectoim de cer ecoulemem, 

2) Montrer que Leg Ligries de courant et ks traiectoims 
som identiques. 

3) Determiner directemeni les equations des Ligpes 

de eounnL 

Ex. 3 Evolution iso volume et a Generation 

Dans un reperr caitesien orthonorme, on considere 
I'&ouikmeni done Le champ de vitesse a pour tempo 
sanrcE on variables d’Euler : U = (2x -y + s)i, 
V = (x -otji - 2e>i ec ^ =» {x * 2y - «e)r. 

1) Determiner la valeur du parametre a pour que le 
mouvemem soit isavelumt. 

2) Ckkuler le* compojanws de racc^krntan eoeres- 
pondame. 

Ex. 4 T raj e ctoire d‘ u n champ de vrtesse euierien 

Dans un repere canesien onhonotme, on considers 
L'etrokilement donl le dxamp de vit«iie, en tout point tior- 
tcijs I’ufigirLtj a pous composances tn variables d'Euler : 
UCjt, v> = Vf = ax ei W = 0* 




nil u est un parametric non mil, Dormer L'equarion de la 
trajectoire qui passe par Se point (1 >0. 0) a L'instam i-d. 



Niveau 2 



Ex. 5 M ouvement circul sire irrotatio nne I 

Dans un report cartcsien urthonuime, on considers 
retouLement dont le champ de vltesse, en tout point 
humus 1’nngine, a pour oomposanLes en variables 
d'Eukr : 



U(x,j) 



ay 

x 3 +y*' 



V^.jO 



dx 

x* + y* 



et W = 0, 



ou d «t un parametee non nul. 

1} C< mouvement e*i-D isovolume ? 

2) Ce mouvtmem est-il tnocadoonel } 

2) Deienniner ks traiectoires et preeiser k sens de 
parcoun cn ronotion die &. 



4} Comment varie le module de la vitesse en foneriqn 
de 1 4i distance 4 Torigme ? 



Ex. & Mouvement c i rcu I a i re rotationnel 

Dans un repere curtesien orthonoomi, on considere 
I'eroulemcnt dotit le champ de vitesse, en tout point 
hormis rorigine, a pour composanto en variables 
d'Huter : 

U(J£.JM) = ~ay„ V{jr r y)- = ax ft W = 0, 
oudBtun parameter non nul. 

1> Ce mouvement est-il isovolume ? 

1} Ce mouvement esi-II irroiationnel ? 

3) Determiner Its itoiectoires et prccider le sens de 
parcourS en function de o. 

4) Comment vaiie le module de La vjtesse en function 
de La distance a I’origine ? 

Si Comparer ce champ de vitesse at celui esisiam en 
tout point d un solide toumant autour de L'axe T. avec 
une vitesse angukire a copsunte. Qu'en dkduire ? 



Niveau 3 

Ex. 7 Df rivstion particu laiie et invariance 
gslilecnne 

On considere une function scalaire fix. s) des varia- 
bles d’Eukr d'un ^oukment unidcreciiondeli de 
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Chepitre 3 : Outiis rfe description ties mouvemcnis Ue liuittes 



Copy r i ghted mater i a l 




vitesse U ( .f, t J, On deliiuc k changemeni 4i repere 
t*. /> -i (*", f r ) par la transformation galiletntw - 
x =. x' + U^r' 1 et i = i\ 
iju U 0 ex kin* vitesse cooiuiue, 

1) Dormer tei expressions gcnerales des derivees 
particulaires 1 

p/(* 0 d/C^O 

Df D? 

dans kors nrperes respectifs- 

2) tilabhr les expressions d<S derives partidks : 

&/{*'. O rt Mix',*’) 

enfonctioii de ^ it ^ - 

3) En deduire la relation entre les derwees particulas- 
res dans In deux repires Conclufi. 



Ex, $ Mouvemeni helical dal rotatknnel 

Dans un repere cmesien onhonorme, on considera 
I'eroulemenl 4ortt k champ de vitesSi, i rt tout poiflt bor- 
mis I’oriani, a pour composaotes *n variables d’Eufer : 
\j(x,y) = ay, V(x,y) * ax et W = W * 3 

on a est un parametre non r.ul et Wj urte vitesse 
const ante. 

1) Cf mouvement cst-kL isovolume ? 



2) C< mouvement cst-il irrotationnel ? 

3) Determiner les ligr.es de counml qui passim, par 

un point qutkoiuiue de 1 'ax.i des abscisses. 

+) Comment vine k moduli du vecteur vitessi dans 
un plan normal i r^ 

Disorder la morphologii generate des ligriis de CQU* 
rant en fonttiofl de la distance i Cet axe 

Ex. 3 Mouvement he J icoida I if rdUti enn el 

Dan$, un repere cartoicn onhonormC), on considerc 
i'ecouicfuent dont le champ dr vitrssr h en tout point 
hoimis rongjne, a pour composantis in variibio 
d 'Euler : 

U{*.y) = V(x,j) = «W = W (1I 

+ y* x 3 *y‘ 

ou a est un para mitre non nul ec w.„ une vitesse cons- 
tintf 

1) Ce mouvement csc-il isovoliune ? 

2) Cc mouvement rst-il imocatlonneL ? 

3) Determiner Les lignes de eourani qui passem par 
un point quclconquc de L'axe des abscisses. 

■X) Comment varie Le module du vecteur vitesse dans 
un plan normal 

Disc liter La moiphulogle generate des Lignes de cou- 
ranL rn fonetiort de la distance a Cet axe. 



Indications 



lx. 11 


. Uiiliser les definitions en eonsidcram ( .x, . , _v,, . 0) 




Ex. 2 



comme les vuriatiles de Lagrange de h part ivule mar- 
quee a l'instant r. 



Ln regime permanent, les srajectoiies et les 
lignts de courant passant par un minti point sotu 
confondues. 

£ jll On rappelle que ~ = arcsinl - I. 

J g) '■ ^ J 




Extsrcicea 







